MINISKRIPT KOMPLEXE ZAHLEN
VERSION 19. April 2021

LISIBACH ANDRE

0.1. Definition der komplexen Zahlen.

0.1.1. Imaginire Einheit. Wir betrachten die Gleichung z? + 1 = 0. Diese Gleichung
hat keine reelle Losung. Umstellen und formal die Wurzel ziehen ergibt x = £1/—1. Im
folgenden schreiben wir statt v/—1 einfach j. Wir nennen j die imagindre Finheit'. Mit
dieser Definition hat die Gleichung z? + 1 = 0 die Losungen = = +j.

0.1.2. Imagindre Zahlen. Multiplizieren wir die imagindre Einheit j mit einer reellen
Zahl y so erhalten wir yj und nennen dieses Produkt imagindre Zahl. Beispiele fiir
imaginére Zahlen sind 7j, —100004, 0.2, 1, v/24, 7j. Fiir das Rechnen mit imaginéren
Zahlen gelten alle iiblichen algebraischen Rechengesetze aber wir haben zusitzlich j2 =
—1. Rechenbeispiele:

45 4+ 55 = 97,
7j — 115 = —4j,
(3j) - (5j) =3-5-j-j =155 = —15,
=5 i=(=1)-(-1)-j =3

Wir sind nun im Stande Gleichungen wie 22 + 9 = 0 oder 22 — 42 + 13 = 0 zu lésen
(siehe Unterricht).

0.1.3. Komplexe Zahlen. Addieren wir zu einer imaginédren Zahl yj eine reelle Zahl x so
erhalten wir « + yj und nennen dies komplexe Zahl z, i.e. z = x 4 yj. Die Darstellungs-
form z = x + yj heisst Normalform oder kartesische Form. Wir werden spéter weitere
Darstellungsformen kennenlernen. Ist die komplexe Zahl in der Normalform gegeben, i.e.
z = x + yj, so heisst x := Re(z) Realteil von z und y := Im(z) Imagindrteil von z (der
Realteil z und der Imaginérteil y sind beides reelle Zahlen). Die Real- und Imaginérteile
von z = 3 + 2j sind 3 und 2 respektive.

Die Menge C = {z|z = = + yj;xz,y € R} heisst Menge der komplezen Zahlen (wie
tiblich bezeichnen wir mit R die Menge der reellen Zahlen). Wir bemerken dass eine
komplexe Zahl mit verschwindendem Imaginarteil eine reelle Zahl ist und umgekehrt.

Auch fiir komplexe Zahlen gelten die {iblichen algebraischen Rechengesetze. Rechen-
beispiele fiir Addition, Subtraktion und Multiplikation komplexer Zahlen:

(3+2j)+(4+5j)=3+2j+4+5j
=747y,

(342j)—(4+5j)=3+2j—4—5j
=—-1-3y,

n der Mathematik und Physik ist es iiblich die imagin&re Einheit mit ¢ zu bezeichnen. In der
Elektrotechnik wird jedoch dafiir das Symbol j verwendet, da die Bezeichnung ¢ fiir die Stromstéarke
verwendet wird.
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(3+2j)- (4+5j) =12+ 155 +8j + 10 ;>
=—1
=12+ 155 + 8 — 10
= 2+ 23j.

In diesen Rechenbeispielen wurde jeweils die Summe, die Differenz und das Produkt
zweier komlexer Zahlen wieder als komplexe Zahl in der Normalform, i.e. in der Form
x + yj, geschrieben. Fiir die Division zweier komplexer Zahlen erweitern wir zuerst
geschickt und berechnen dann Zahler und Nenner separat:

B+2j)  (3+2j) (4-5))

(4+55) (4+55) (4—57)
=1
~ 12-155 485 — 1052
16 — 205 4 205 — 2552

27
41
2T
TRV

Wir sehen dass mit dem ’geschickten’ Erweitern gemeint ist, so zu erweitern dass der
Nenner reell wird. Allgemein ist das Produkt von = + yj mit x — yj immer reell:

(x +yj) (@ — yj) = a® — ayj + yzj — v
— 2?42
Dies ist eine Anwendung der binomischen Formel (a + b)(a — b) = a® — b? mit a = =,
b=yj.

0.1.4. Konjgugiert komplere Zahl. Man nennt die komplexe Zahl z = = — yj die zu
2z = x + yj konjugiert kompleze Zahl.? Der Ubergang von der komplexen Zahl z zur
konjugiert komplexen Zahl Z bedeutet einen Vorzeichenwechsel im Imaginérteil, wéh-
rend der Realteil unverindert bleibt. Beispiele:

z|7+35 13| -9
Z|7-3j[13] 95

0.2. Gausssche Zahlenebene.

0.2.1. Punkt- und Zeigerdarstellung. Wir betrachten eine komplexe Zahl z = x + yj.
Nun fassen wir den Realteil dieser komplexen Zahl, also x, und den Imaginérteil dieser
komplexen Zahl, also y, als kartesische Koordinaten eines Punktes P in der x-y-Ebene
auf. Somit lasst sich jeder komplexen Zahl z genau ein Bildpunkt P(z) in der Ebene
zuordnen. Diese Zuordnung ist invertierbar, indem wir von einem Punkt P in der Ebene
die z-Koordinate und die y-Koordinate ablesen und dann eine komplexe Zahl bilden
mit Realteil  und Imaginérteil y, also z = x + yj. Die Ebene wird komplexe Ebene
oder Gausssche Zahlenebene genannt, die Achsen nennt man reelle Achse und imagindre
Achse.

2Hiiuﬁg wird in der Literatur die Notation z* anstelle von z fiir die zu z konjugiert komplexe Zahl
benutzt. Im vorliegenden Skript werden wir Z verwenden.
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Eine weitere Darstellung einer komplexen Zahl z in der Gaussschen Zahlenebene ist
durch einen Pfeil vom Ursprung zum Bildpunkt P(z) gegeben. Man nennt dies die Zei-
gerdarstellung.

Im Im

> Re

.
|
|
|
|
|
|
|
|
1 >
= Re

Die Imagindrteile von z und z haben unterschiedliche Vorzeichen, deshalb liegen die
zugehorigen Bildpunkte spiegelsymmetrisch zur reellen Achse (siche Abbildung).

24 21

0.2.2. Betrag einer komplezen Zahl. Der Betrag einer komplexen Zahl z = z + yj
wird mit |z| bezeichnet und ist gleich der Linge des Zeigers in der komplexen Ebene:
|z| = V&% 4+ y? (Pythagoras). Beispiele |4 + 3j| = V42 4+ 32 = 5, aber auch |4 — 3j| =

42 4+ (=3)2=5. Ebenso | —4+3j| =|—4—-3j| =5und |34+ 45| =| — 5| =|5j| = 5.
Es ist anschaulich diese Beispiele in der komplexen Ebene zu skizzieren, die Spitzen der
Pfeile liegen alle auf dem Kreis mit Radius 5 um den Ursprung.

Im
Sjl
o3+ 45
—4+ 34 4 ) A+ 3]
! '5
i p——> Re
—4 — 35 N4 — 3j

0.3. Polarform. Wir haben eine komplexe Zahl z = z 4+ yj mit einem Punkt P in der
Ebene (oder einem Zeiger) identifiziert. Dieser Punkt ist eindeutig gegeben durch die
beiden kartesischen Koordinaten x und y. Nun werden wir den Punkt in der Ebene mit
anderen Koordinaten beschreiben, den Polarkoordinaten.
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0.3.1. Polarkoordinaten. Die Polarkoordinaten eines Punktes P sind der Radius und der
Polarwinkel. Die beiden sind folgendermassen gegeben. Der Radius ist der Abstand des
Punktes P zum Ursprung. Fiir den Polarwinkel betrachten wir die Linie vom Ursprung
zu dem betrachteten Punkt P. Der Polarwinkel ist nun der Winkel welcher diese Linie
mit der Abszisse bildet. Dieser Winkel wird entgegen dem Uhrzeigersinn und von der
Abszisse aus positive gemessen. Die gebrauchlichsten Bezeichnungen sind r und .

A

y ,,,,,,,,,,,,,

<1

0.3.2. Koordinatentransformation. Es ist mdglich zwischen den beiden Koordinatensy-
stemen hin- und herzuwechseln, i.e. aus den Polarkoordinaten die kartesischen Koordi-
naten zu bestimmen und umgekehrt. Man nennt diesen Wechsel Koordinatentransfor-
mation.

Wir beginnen damit aus den Polarkoordinaten r, ¢ die kartesischen Koordinaten x,
y zu bestimmen. Mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen sehen wir dass

x = rcos(p),
y = rsin(y).

Sei beispielsweise ein Punkt in der Ebene durch die Polarkoordinaten » = 4 und ¢ =
/3 gegeben. Dann folgt fiir die kartesischen Koordinaten x = 4cos(n/3) = 2 und
y = 4sin(m/3) = 2V/3.

Die Berechnung der Polarkoordinaten r, ¢ aus den kartesischen Koordinaten x, y
erfolgt nach den Formeln

r=/z2+y2
Y

tan(p) = =

Die erste folgt direkt aus Pythagoras. Das Auflésen der zweiten Gleichung nach ¢ fiihrt
meistens zu Schwierigkeiten, da die Losung vom Quadranten abhingt. Der beste Weg
ist das Problem anhand einer Skizze zu studieren.

Bemerkungen zu Polarkoordinaten:

(i) Negative Werte fiir ¢ entsprechen positiven Winkeln im Uhrzeigersinn (wieder
gemessen von der Abszisse aus). Zum Beispiel der Punkt mit kartesischen Koor-
dinaten (z,y) = (v/2,—+v/2) kann in Polarkoordinaten durch (r, ) = (2,77 /4)
aber auch durch (r,¢) = (2, —m/4) beschrieben werden.

(ii) Die Winkel eines Punktes sind nur bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfa-
chen von 27 bestimmt, i.e. die Koordinaten (7, ) und (r, p + k27) mit k € Z
beschreiben die selben Punkte.

0.3.3. Polarform. Nun betrachten wir eine komplexe Zahl geschrieben in der Normal-

form, i.e. z = x + yj. Stellt man z in der komplexen Ebene dar, so sind z, y die

kartesischen Koordinaten. Ausgedriickt durch Polarkoordinaten haben wir x = r cos(yp),

y = rsin(p). Nun setzen wir diese Ausdriicke in die Normalform ein und nennen den
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erhaltenen Ausdruck Polarform einer komplexen Zahl:

2 =1 (cos(p) + jsin(p)).

Im Zusammenhang mit komplexen Zahlen nennt man den Winkel ¢ das Argument
von z, abgekiirzt: arg(z). Beispielsweise ist z = —3 4 35 in Polarform durch z =

V18 (cos(27) + jsin(37)) gegeben.

0.3.4. Multiplikation und Division. Seien 21, zo zwei komplexe Zahlen gegeben in Polar-
form:

z1 = r1(cos(p1) +jsin(p1)), 22 = ra(cos(pz2) + jsin(pz)).
Das Produkt dieser zwei Zahlen ist gegeben durch:

2129 = r1r2(c08(<p1 + ¢2) + jsin(e1 + apz))-

Der Betrag des Produktes ist also gleich dem Produkt der Betrége, i.e. |z122] = |21]|22]
und das Argument des Produktes ist gleich der Summe der Argumente, i.e. arg(z122) =
arg(z1) + arg(z2).

Die Division ist gegeben durch:

Z1 T1 ..
— = —(cos(gol — gog) +7 sm(gm - 902))'
Z2 T2
Der Betrag des Quotienten ist also gleich dem Quotienten der Betrége, i.e. \% = %

|
und das Argument ist die Differenz der Argumente, i.e. arg(Zl) = arg(z1) — arg(z2).

0.3.5. Bemerkung. Die Formeln fiir die Addition und Subtraktion sind anschaulich in
kartesischen Koordinaten, i.e. in der Normalform:

21+ 29 = (1 + x2) + (Y1 + ¥2)7,
21 — 29 = (x1 — x2) + (Y1 — y2)J.

Wir sehen an diesen Formeln dass die Addition und Subtraktion von komplexen Zahlen
in der komplexen Ebene identisch ist mit der Addition und Subtraktion von Vektoren.

o+ 2 Im

Die Formeln fir die Multiplikation und Division sind anschaulich in Polarkoordinaten,
i.e. in der Polarform:

2129 = 7“17"2<COS(<P1 +p2) + jsin(p1 + 902))7
Z1 (&) ..
= = *<008(s01 — p2) + jsin(p1 — @2))-
z2 ]
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Im
21

Sl ——

P1 — P2

Z2

21/22

2122

Entsprechende Rechenoperationen sollten somit in der entsprechenden Form durchge-
flihrt werden.

0.4. Exponentialform. Die Betrachtung beginnt mit der Eulerschen Formel
e/? = cos(yp) + jsin(y).

Da cos(y) und sin(y) beide 27r-periodisch sind gilt e/¥ = e (#+27K) mit k € Z. Mit der
Eulerschen Formel kénnen wir eine komplexe Zahl z = r(cos(¢) + j sin(¢)) umschreiben
in

z=rel?.
Dies ist die Ezponentialform einer komplexen Zahl. Beispiele:

z Normalform ‘ z Fxp.Form ‘ Z Exp.Form

1 1 1
14+ \/iej% \/56_7%
J els e I3
-1 el™ eJm

0.4.1. Multiplikation/Division. Sei 21 = r1e/?1, zy = roe?¥2. Es gilt
2129 = 1109 r0e?2 = piroed(P1H02)

Je1 .
21 _ne — 7;16](%01—@2).

zo  T9el®Pz

0.4.2. Potenzen Wurzeln. Sei z = rel?. Es gilt
2" = (rej‘p)n = r"eln?,

1 w2k )

. 1 . - .
Z% = (re]‘p)" = (Te](ga+27rk))” :T’Tlle ( n ke {0,1,2,...,71— 1}

0.4.3. Exponentialfunktion. Wir definieren nun die Fzponentialfunktion einer komplexen
Zahl auf die folgende natiirliche Weise: Sei z = x + jy, dann gilt

e? = eIV = ¢%elY
= e”(cos(y) + jsin(y)).

Wir sehen dass |e*| = e” und arg(e®) = y.



0.4.4. Kosinus- und Sinusfunktion. Wir setzen voraus, dass die Eulersche Formel fiir
alle komplexen Zahlen z gilt:

e’* = cos(z) + jsin(z).
Wenn wir z mit —z ersetzen, erhalten wir mit den iiblichen Rechenregeln
e 7% = cos(z) — jsin(z).

Diese beiden Gleichungen kénnen wir nun als Gleichungssystem fiir Kosinus und Sinus
betrachten. Auflosen ergibt
Jz —jz Jjz _ o—Jjz

cos(z) = %, sin(z) = %
0.5. Komplexe Wechselstromrechnung. In gewissen Anwendungen ist die Darstel-
lung von physikalischen Grossen durch komplexe Funktionen praktisch. Fin wichtiges
Beispiel dafiir tritt in der Elektrotechnik bei der Berechnung von Wechselstromkreisen,
bestehend aus linearen Komponenten, auf. Im folgenden machen wir eine Einfiihrung
in dieses Gebiet. Wir betrachten Schaltkreise mit Ohmschen Widerstédnden (R), Spulen
(L) und Kondensatoren (C). Man nennt diese Schaltkreise RLC-Schaltkreise.

0.5.1. Wechselstrom. Vorausgesetzt ist ein Wechselstrom I(t) (also eine Funktion (der
fliessende Strom) in Abhéngigkeit der Zeit), der in einem Schaltkreis fliesst. Wir kénnen
diesen schreiben als

I(t) = Ipcos(wt + ¢;).

Hier ist Iy die Amplitude, w > 0 die Winkelfrequenz und ¢; die Phase. Die Relation
zwischen Winkelfrequenz, Frequenz f und Periodendauver T ist w =27 f = 2%

Die grundlegende Idee ist es nun diesen Strom I(¢) (welcher eine reelle Funktion ist)
als den Realteil einer komplexen Funktion aufzufassen. Diese komplexe Funktion ist

I(t)=1Io ( cos(wt + ¢;) + j sin(wt + d)z))

(Wir verwenden die Notation mit der Unterstreichung um bei Grossen die sowohl kom-
plex als auch reell vorkommen zu unterscheiden). Man sieht also dass I(t) = Re(L(t)).
Wichtig ist dass nur der Realteil der komplexen Grosse I(t) eine physikalische Be-
deutung hat, der Imaginérteil wurde lediglich aus rechentechnischen Griinden hinzu-
gefiigt. Wir verwenden im folgenden wann immer moglich die Exponentialform, i.e.
I(t) = Ipewttei,

Wir sehen dass |1(t)| = Ip und arg((t)) = wt+ ¢;. Somit ist also der Betrag konstant
und das Argument wichst linear mit der Zeit. In der komplexen Ebene entspricht I(t) al-
so einem rotierenden Zeiger mit gleichbleibender Lange. Der Startpunkt zum Zeitpunkt
t = 0 ist der Zeiger 1(0) = Ipe?. Aus diesem Grund nennt man ¢; auch Nullphasen-
winkel.




0.5.2. Wechselspannung. Die gleiche Idee verwenden wir nun um die Spannung darzu-
stellen. Eine Wechselspannung ist durch die Funktion U(t) = Uy cos(wt + ¢,,) gegeben.
Die Wechselspannung besitzt die selbe Kreisfrequenz w, aber die Amplitude Uy und
den Phasenwinkel ¢,. Genau wie beim Strom fassen wir nun diese Wechselspannung als
Realteil einer komplexen Funktion auf. Diese komplexe Funktion ist

U(t) = U()(cos(wt + ¢u) + jsin(wt + ¢u))

Man sieht also dass U(t) = Re(U(t)). Auch hier verwenden wir wann immer moglich die
Exponentialform: U(t) = Uye®*t%)i_ In der komplexen Ebene ist die Spannung U (t)
ebenfalls ein rotierender Zeiger. Die Rotationsgeschwindigkeit ist die selbe wie die des
Stromes, im allgemeinen gilt aber ¢, # ¢; und somit sind die Zeiger um den Winkel
O — ¢; relativ zueinander gedreht. Der Winkel zwischen den Zeigern &ndert sich aber
nicht in Abhéngigkeit der Zeit.

0.5.3. Impedanz Z. Aus der Berechnung von Gleichstromen kennen wir das Gesetz R =
%. Ein analoges Gesetz gilt fiir die Berechnung von Wechselstromen. Hier definiert man
die Impedanz Z durch

In der komplexen Wechselstromrechnung iibernimmt also Z die Rolle des Widerstandes.
Allgemein ist Z eine komplexe Zahl. Sie hingt aber nicht von der Zeit ab, weil
t+du
7 U _ Upe@ite ) _ Yo 6u—e0)s
l(t) ]Oe(wt+¢i)J Iy

Somit gilt arg(Z) = ¢ — ¢; und |Z| = |U|/|I| = Up/Iy. Im folgenden werden wir die
Impedanz Z fiir die verschiedenen Bauteile angeben.

0.5.4. Ohmscher Widerstand. Wir betrachten einen Schaltkreis in welchem ein Ohm-
scher Verbraucher mit Widerstand R an eine Wechselspannungsquelle angeschlossen ist.

Im

I(t)
H U(t) 2R, Re

ZR

Es gilt

I
=



(wir verwenden hier einen Index R um diese Impedanz von den Impedanzen des Kon-
densators (Index C') und der Spule (Index L) zu unterscheiden). Die Begriindung dieses
Zusammenhanges (und die weiter unten folgenden) erfordert eine physikalische Betrach-
tung welche wir nicht ausfiihren. In Fall eines Ohmschen Widerstandes ist Z also eine
reelle Zahl grosser gleich Null, i.e. Zp € R und Zi > 0. In der komplexen Ebene liegt
der Zeiger von Zp also auf der positiven reellen Achse, i.e. ¢, — @; = 0. Es folgt nun aus
U(t) = ZrI(t) dass die Zeiger von Strom I(t) und Spannung U(t) aufeinander liegen.
Die physikalischen Grossen I(t) und U(t) haben ihre Maxima und Nulldurchginge zur
selben Zeit. Man sagt Strom und Spannung sind in Phase.

K - % U(t)
> Re : -t

0.5.5. Kapazitdat. Wir betrachten einen Schaltkreis in welchem ein Kondensator mit Ka-
pazitdt C' an eine Wechselspannungsquelle I(t)angeschlossen ist.

Im

I(t) *

C::> U(t) > Re

Zc

Es gilt
I

wC’
Die Impedanz ist rein imaginér und liegt auf der negativen imagindren Achse. Wir wis-
sen dass eine Multiplikation mit —j in der komplexen Ebene einer Rotation um —/2
entspricht. Aus U(t) = ZgrI(t) folgt somit dass der Zeiger des Stromes I(t) gegeniiber
dem Zeiger der Spannung U (t) um 7/2 gedreht ist. Die Nulldurchgéinge und Maxima des

Stromes I(t) erfolgen also zeitlich gesehen frither als die Nulldurchgéinge und Maxima
der Spannung. Man sagt der Strom eilt der Spannung voraus.

Zo =

Im
A

K - U(t)
S > Re : . -1




0.5.6. Induktivitdt. Wir betrachten einen Schaltkreis in welchem eine Spule mit Induk-
tivitdt L an eine Wechselspannungsquelle angeschlossen ist.

Im
I(t) i

A
A

Es gilt
Z1, = wlLj.

Die Impedanz ist wieder rein imaginér, liegt aber auf der positiven imaginidren Achse.
Wir wissen dass eine Multiplikation mit j in der komplexen Ebene einer Rotation um 7/2
entspricht. Aus U(t) = ZrI(t) folgt somit dass der Zeiger der Spannung U (t) gegeniiber
dem Zeiger des Stromes I(t) um 7/2 gedreht ist. Die Nulldurchgéinge und Maxima der
Spannung U (t) erfolgen also zeitlich gesehen frither als die Nulldurchgénge und Maxima
des Stromes I(t). Man sagt die Spannung eilt dem Strom voraus.

Im
I(t) ;7
uft \ T U(t)
- Re - -1
k ) L I(t)

0.5.7. Serie- und Parallelschaltung. Sind zwei Impedanzen Z; und Zj seriell geschaltet
so ergibt sich eine totale Impedanz Z von Z = Zy + Z5. Sind zwei Impedanzen Z; und
Zo parallel geschaltet so ergibt sich die totale Impedanz Z aus % = Z% + Z%

0.5.8. Wirk-, Blind- und Scheinwiderstand. Der Wirkwiderstand ist gegeben durch Re(Z),
der Blindwiderstand durch Im(Z) und der Scheinwiderstand durch |Z|.

0.5.9. Beispiel. Wir betrachten als Beispiel einen Schaltkreis in welchem ein Ohmscher
Verbraucher mit Widerstand R, eine Spule mit Induktivitdt L und ein Kondensator
mit Kapazitit C seriell an eine Wechselspannungsquelle angeschlossen sind. Die totale
Impedanz ergibt sich dann zu
Z=Zr+Z+ Zc
J

1
=R L——)j.
“(er-26)
Daraus ldsst sich nun die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung, ¢, — ¢;,
berechnen. Sie ist gegeben durch die folgende Gleichung

wL — L

tan(¢, — ¢;) = Twc
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Weiter ist der Wirk-, Blind- und Scheinwiderstand
Re(Z) =R,

1
Im(Z) =wL — —
m(Z) = wl - .

1\2
— 2 _
|Z] \/R —|—(wL wC'>'

1. UBUNGEN

UBUNG 1
Lose die Gleichungen und schreibe die Lésungen in Normalform.
(i) 22 -4=0 (iv) ar? + bz + ¢ = 0 mit a,b € R und
(i) 22 +9=0 a) b% — dac > 0 b) b? — dac < 0.

(iii) 22 —42+13=0

UBUNG 2

Bestimme den Real- und Imaginéarteil von

(i) 2 =83 (iv) z=(2+3j)+ (1 —29)j
(ii) z =12+ 145 (v) z=T7(2+ )
(iii) z = j

UBunG 3

Schreibe die folgenden komplexen Zahlen in der Normalform

N 243 oL

(i) z = 25 (iii) z = 7

(if) 2= 25 (iv) z=4"
—1+j (v) == (=))°

UBUNG 4

(i) Seien a und b reelle Zahlen und 7a + j(3a — b) = 14 — 6j. Bestimme die Werte
von a und b.

UBunG 5

(1) Sei z eine komplexe Zahl. Zeigen sie

a) z+Z=2Re(z), b) z—Zz=2j5Im(z).

UBUNG 6

Zeichnen sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungen/Ungleichungen in die
komplexe Ebene.
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) |2 =3 (iv) |- + 21 = 3
(ii) [z—2]=3 (v) |z—2+4+4/=3
(iii) |z+1| =3 (vi) [z=2+j|>3

UBunG 7

Seien z, z; und 29 komplexe Zahlen. Man zeige

(i) [2] = 2|

(ii) 2z = |2|?

UBUNG 8

(i) Skizziere die folgenden Zahlen in die der komplexen Ebene (Zeigerdarstellung):
21 =—-3+2j,20=4, 23 =—-5], 24 =3 —2j.
(ii) Skizziere jeweils die konjugiert komplexe Zahl der folgenden Zahlen in der kom-
plexen Ebene (Zeigerdarstellung): z; = 3425, z0 = —5—3j, 23 = —2j, 24 = 5—7,
25 = —3+2j, 26 =47, 27 = —2— 47, 25 = 8.
(iii) Berechne |3 4 24|, | — 3 + 44|, 67|, | — 3|

UBUNG 9

Man schreibe die folgenden komplexen Zahlen in Polarform

(i) z=—14+/3j
(ii) 2= -9
(i) z =125

UBuNG 10

(1) Man skizziere in der Gaussschen Ebene die folgenden Zahlen und berechne so-
wohl deren Betrag als auch deren Argument.

z1 =2+ 37, z0 = —2+ 373, 23 = —2—3j, 24 =2—3j.

(ii) Man finde die kartesische Form und zeichne in der Gaussschen Ebene die kom-
plexen Zahlen mit Betrag v/2 und den Argumenten

1 3 b) 7
= —Tr = —7TT = -7 = —TI.
P1 4 ’ P2 4 y ©3 4 ) P4 4
UBUNG 11

(i) Man berechne das Produkt der komplexen Zahl z = 3 + 25 mit der komplexen
Zahl j mittels Polarkoordinaten und interpretiere das Resultat geometrisch.

(ii) Man berechne den Quotienten der komplexen Zahl z = 3 4+ 2j mit der kom-
plexen Zahl —2j unter Verwendung von Polarkoordinaten und interpretiere das
Resultat geometrisch.

UBuUNG 12

Man bestimme Betrag und Argument von z; = v/3 4 j und 2o = 4 + 45. Man driicke
2129 und j—; in polarer Form aus.
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UBuNG 13

Man stelle in Exponentialform dar: (i) 2¢7G+59) | (ii) (2 — 2j)ed?, —5e57.

UBunG 14
Sei z; = 3e2/, z = 4e57. Man schreibe in Normalform: (i) 2122, (ii) 2 und (iii)
21 + 29.
UBUNG 15

Man bestimme den Betrag und das Argument von (i) —j, (ii) —3, (iii) 1 + 7, (iv)
cos(0) + jsin(f) und schreibe die Zahlen in expnentieller Form.

UBUNG 16

Man zeige die Formel e#% +e~“% = 2 cos(wt) und man finde einen #hnlichen Ausdruck
fiir ew — e~

UBuNG 17

Man schreibe z; =1 —j und 2z, = 7\2}’@? in Exponentialform.

UBuNG 18

Man berechne die folgenden komplexen Quantititen:
(i) exp(—2t+jt),t e R
(i) sin(j)

UBuNG 19

In einem Schaltkreis sind ein Widerstand R = 102 und eine Kapazitidt C' = 40 uF in
Serie geschaltet. Es wird eine Spannung von U (t) = 500 cos(2500¢ — ) V angelegt. Man
berechne den Strom im Schaltkreis.

UBuUNG 20

Eine Kapazitit C' = 25 uF wird mit einem Widerstand R in Serie geschaltet und
durch eine Quelle mit f = 60 Hz gespiesen. Der Strom ist gegeniiber der Spannung um
den Winkel /4 voraus. Man berechne den Wert des Widerstandes R.

UBuNG 21

Eine Spannung von U(t) = 200sin(300¢ + 5)V wirkt auf einen Schaltkreis welcher
aus einer Serieschaltung eines Widerstandes R = 82 und einer Spule mit L = 0.02H
besteht. Man berechne den Strom im Schaltkreis. Hinweis: Es gilt sin(a + 5) = cos(a).

2. LOSUNGEN ZU DEN UBUNGEN

Losuna zu UBuna 1
(i) z = %2

(i) = = +3;
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(iii) =2+ 35
(iv) Die Losung ist durch die Losungsformel gegeben: x o = =tV —dac W.
a) In diesem Fall ist die Wurzel in der Losungsformel reell, die Losung besitzt
also keinen Imaginérteil und ist somit bereits in der Normalform.
b) Wir schreiben den Wurzelterm um: vb% — 4ac = /(—1)(4ac — b2) = v/—1v4ac — b2.

Das Argument der zweiten Wurzel ist nun 4ac —b? > 0 und somit ist diese Wur-
_b 4 \/4acfb2j
2a 2a :

zel reell. Wir erhalten x1 2 =

LOsSUNG zU UBUNG 2

(i) Re(z) =83, Im(z)=0 (iv) Re(z) =4, Im(z)=4
(ii) Re(z) =12, Im(z) =14 (v) Re(z) =14, Im(z)=7
(iii) Re(z) =0, Im(z)=1

LoOsuNG zu UBUNG 3

(i) 2=2—j (iii) 2z = —j

(i) 2 =—35+3j (iv) z2=—j
(v) z=-1

LosunG zu UBUNG 4
(i) a=2b=12

Losuna zu UBuUNG 5

(i) z ist eine komplexe Zahl und kann somit als z = x + yj mit = Re(z) und
y = Im(z) geschrieben werden (Normalform). Wir haben z = x — yj. Somit gilt

z+z=z+yj+ (x—yj) =2z = 2Re(z2),
z—z=z+yj— (x—yj)=2yj = 2jIm(z).

LOsuNG zu UBUNG 6

4 T /.,‘1-} 4 DIm (i) ¢ Tw




Losuna zu UBuNG 7

Seien die betrachteten komplexen Zahlen gegeben durch: z = x + yj, 21 = 1 + y1J
und 23 = T3 + Ya2j.
(@) 2] = /774y = Va2 2 = |2

(i) 2z = 2?2 + y* = |2]?

Losuna zu UBuNG 8

(i) V13, 5, 6, 3.

LosunG zu UBUNG 9
(i) z =2(cos(27m/3) + jsin(27/3))
(ii) z = 9(cos(m) + jsin(m))
(iii) 2z = 12(cos(m/2) + jsin(w/2))

LosuNG zu UBUNG 10

(i) Wir lassen die Skizze weg. |21| = |22| = |23| = |24| = V/13, arg(z1) = arctan(3),
arg(z2) = m — arctan(3), arg(z3) = m + arctan(3), arg(z4) = 27 — arctan(3).

(ii) Wir lassen die Skizze weg. Die Zahlen sind z; = 147, 20 = —1+7j, 23 = —1—,
zp=1-— j

LoOsuNG zu UBUNG 11

(i) Man erhélt (342j5)j = —2+ 3j. Die Multiplikation mit j entspricht somit einer
Drehung um den Winkel 7/2 gegen den Uhrzeigersinn (was einem positiven
Drehsinn entspricht).

(ii) Man erhalt % = -1+ %j. Der Zeiger wird wieder um 7 /2 gegen den Uhr-
zeigersinn gedreht. Die Lange des Zeigers ist um einen Faktor 2 kleiner. Wegen
1 _J

5 = 2 kann man die Operation als Multiplikation mit % verstehen.

LOsuNG zu UBUNG 12
21| = 2, arg(z1) = 7/6, |22| = 4V/2, arg(z2) = /4
2122 = 8v/2(cos(57/12) + jsin(57/12)), 4= \f(cos(—w/m) + jsin(—m/12))

LosuNG zu UBUNG 13
(i) 2e5e3, (ii) 2V/2, (iii) 5e 5.
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LosuNG zu UBUNG 14

(i) 2122 = —6V3 + 65, (i) 2 = 3v3+ Zj, (iil) 21 + 22 = 2+ (3+2V3)j.

LosuNG zu UBUNG 15

z |z| arg(z) Exp.Form
—J 1 37” e3d
-3 3 s 3e™
1435 V2 ooz V2
cos(f) + jsin(f) 1 6 e

LOsuNG zu UBUNG 16

Beides direkt aus den Formeln fiir den Kosinus und den Sinus.

Losuna zu UBunG 17
21 =+2e 47 2e 67,

LosuNG zu UBUNG 18

Losuna zu UBuUNG 19
Der Strom ist I(t) = 25v/2 cos(2500¢ + 5%) A.

LosuNG zu UBUNG 20
1000 € ~ 106 €.

Losuna zu UBuna 21
I(t) = 20sin(300¢t + Z — arctan(3)) A.

16



	0.1. Definition der komplexen Zahlen
	0.2. Gausssche Zahlenebene
	0.3. Polarform
	0.4. Exponentialform
	0.5. Komplexe Wechselstromrechnung
	1. Übungen
	2. Lösungen zu den Übungen

