MATHEMATIK 1
VERSION 23. Januar 2019

LISIBACH ANDRE

Das Gewicht der Vorlesung liegt auf konkreten Rechnungen und weniger auf abstrak-
ten Formulierungen. Deshalb befinden sich im Skript viele Rechenbeispiele und weitere
werden im Unterricht besprochen. Wir benutzen Kursivschrift fiir Begriffsdefinitionen.

1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

In den Analysisvorlesungen wurden (meist) gegebene Funktionen auf ihre Eigenschaf-
ten hin untersucht (analysiert). Beim Studium von Differentialgleichungen werden Ge-
setzmissigkeiten aus Physik, Okonomie, Biologie usw. mathematisch formuliert und dazu
Lésungen gesucht. Die Formulierungen sind in der Form von Differentialgleichungen, die
Losungen davon sind Funktionen welche die interessierenden Grossen, meist in Abhén-
gigkeit der Zeit, beschreiben.

1.1. Einfiihrende Beispiele. Ohne die auftretenden Begriffe im Detail zu erklaren
(siehe nachfolgenden Teilabschnitt), werden einfache Beispiele und Anwendungen be-
trachtet.

1.1.1. Kinematik. Wir betrachten eine eindimensionale Bewegung mit konstanter Be-
schleunigung und interessieren uns fiir die Position in Abhéngigkeit der Zeit. Die Vor-
aussetzung konstanter Beschleunigung ist beispielsweise beim freien Fall in Erdnidhe
gegeben. Die Gesetzmissigkeit welche das kinematische Problem beschreibt ist

d’s

=
wobei wir mit s(¢) die Position in Abhéngigkeit der Zeit ¢ und mit a die konstante
Beschleunigung bezeichnen. Daraus folgt durch zweifache unbestimmte Integration

1
s(t) = §at2 + Oyt + Cy,

wobei C1, Cy Integrationskonstanten sind. Mit den Anfangsbedingungen s(0) = sy (Po-
sition zum Zeitpunkt ¢ = 0) und v(0) = vy (Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0)
folgt

1
s(t) = iat2 + vot + So.

1.1.2. Dynamik. Wir betrachten das mechanische System:

i ibungsfrei
: I / rei
LA

y(t)

Wir bezeichnen mit m die Masse, mit k die Federkonstante und mit y(¢) die Auslenkung

des Korpers aus der Ruhelage. Der Korper werde aus der Ruhelage ausgelenkt und zum
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Zeitpunkt ¢t = 0 losgelassen. Wir interessieren uns fiir die Auslenkung aus der Ruhelage
in Abhéngigkeit der Zeit. Die Gesetzméssigkeit welche dieses Problem beschreibt ist das
Bewegungsgesetz von Newton, i.e. F' = ma, wobei wir mit F' die Kraft auf den Koérper
und mit a dessen Beschleunigung bezeichnen. Mit

d2
F(t) = —ky(t),  a(t) = 25 (1),
folgt
d%y . k
W(t) = —Ky(t), wobel K = E

Mégliche Losungen dieser Gleichung sind
y(t) = Csin(VKt)
y(t) = C cos(VK)
y(t) = Oy cos(VEKL) 4+ Cosin(VKL),

wobei C, C1, Cy Konstanten sind. Diese moglichen Losungen beschreiben harmonische
Schwingungen. Die letzte davon, zusammen mit den Anfangsbedingungen

dy
v =wo,  v(0) = L) =g
ergibt

y(0) = yo cos(VKt) + % sin(VKt).

1.1.3. Elektrotechnik. Wir betrachten die Schaltung:
t=0
>

Uc(t) <:’: C R| ||Ur(?)

Auf dem Kondensator befinde sich eine Ladung @Qg. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird der
Schalter geschlossen. Wir interessieren uns fiir die Ladung @ auf dem Kondensator in
Abhéngigkeit der Zeit t. Die Gesetzméassigkeit zur Beschreibung der Situation ist die
Kirchhoffsche Maschenregel:

Uc(t) + Ugr(t) = 0.
Zusatzlich haben wir die Gesetze
Uc(t) = =+~ Ur(t) = RI(t).

Eingesetzt in obige Gleichung, zusammen mit I(¢) = Cé—?(t), erhalten wir

dQ 1
S ) = — Q).

Die Losung dieser Gleichung ist

Q(t) = Qo™ 7e,
welche auch die Anfangsbedingung Q(0) = Qg erfiillt.
1.2. Grundbegriffe.



1.2.1. Gewéhnliche Differentialgleichungen. Fine gewdhnliche Differentialgleichung der
Ordnung n ist eine Gleichung in welcher eine unbekannte Funktion y(x), ihre Ableitungen
bis zur Ordnung n und die Variable z auftreten. Beispiele:!

d

2 (x) = —12y(a),
&y
dx?

(x) + 4%(@ + 2y(z)? = cos(x),

",/

Yy +yy' =0,
y(7 +sin?(y) = 2.

Diese vier Differentialgleichung sind von der Ordnung 1, 2, 2 und 17.

Der Begriff gewdhnlich wiederspiegelt den Fakt dass nur Funktionen von einer un-
bekannten Variablen (in den obigen Beispielen ist dies z, wenn es sich um dynamisch
Probleme handelt werden wir aber ¢ (als Zeitvariable) verwenden) und somit auch nur
(gewohnliche) Ableitungen nach dieser Variabel auftreten. Dies ist im Gegensatz zu den
partiellen Differentialgleichungen, in welchen Funktionen von meherer Variablen und so-
mit partielle Ableitungen auftreten. Ein Beispiel fiir eine partielle Differentialgleichung
ist

0%f  0°f _0
0z? = Oy?

Partielle Differentialgleichungen sind nicht Gegenstand der vorliegenden Betrachung.

1.2.2. Ezplizite und implizite Darstellung. Ist in der Differentialgleichung die héchste
auftretende Ableitung als Funktion der Ableitungen niedrigerer Ordnung und der Va-
riabel x gegeben, so nennt man die Darstellung der Differentialgleichung explizit:

y(”) _C (x, vy ,y(n—l)) .

In dieser Gleichung ist GG eine gegebene Funktion. Beispiele fiir die explizite Darstellung
sind
Yy =—4y,
V'=y +2+a,
v =)+,
d*y dy
Das Gegenstiick zur expliziten Darstellung ist die implizite Darstellung einer Diffe-
rentialgleichung:

F (.’E, y7y,7 yll, ceey y(n)> = 07

lWir weisen darauf hin dass im folgenden die verschiedenen Notationen fiir Funktionen und ihre
Ableitungen verwendet werden. Auch werden oft die Argumente von Funktionen zur besseren Ubersicht
nicht notiert. Beispielsweise sind

y/ + y// — x’

dy v
tae ="

dy d2y _
%( )+ @(m) z

die selben Differentialgleichungen.



wobei in dieser Gleichung F' eine gegebene Funktion ist. Beispiele fiir die implizite Dar-
stellung sind

vy +y* =0,
d*y dy
y(x)w(x) + cos <d(z)) —2?=0.

T

Oft ist es moglich eine implizit gegebene Differentialgleichung auf explizite Form um-
zuschreiben. Beispielsweise kann
d
4 <x> _0
dxr \y

dy _y

dr =z

auf

umgeschrieben werden.

1.2.3. Losung. Eine Lisung einer Differentialgleichung ist eine Funktion y(z), welche die
Differentialgleichung identisch, i.e. fiir alle  im betrachteten Intervall, erfiillt. Fiir eine
gegebene Lésung wird dies durch einsetzen iiberpriift. Als Beispiel betrachten wir die
Differentialgleichung und Funktion

Y =z+y, ylx) =e" —xz —1.
Einsetzen von y(x) in die linke Seite der Differentialgleichung ergibt
y =e" —1.
Einsetzen von y(x) in die rechte Seite der Differentialgleichung ergibt
r+y=xz+e*—z—1=¢"—1.

Die beiden erhaltenen Ausdriicke stimmen {iberein. Somit handelt es sich bei der gege-
benen Funktion y(z) um eine Losung der Differentialgleichung. Bei dem betrachteten
Intervall in diesem Beispiel handelt es sich um die gesamten reellen Zahlen.

1.2.4. Allgemeine Lisung. Wir betrachten die Differentialgleichung
dy
dz

Die Lésung dieser Differentialgleichung finden wir durch unbestimmte Integration der
rechten Seite:

(z) = .

1
:§m2+(§' mit C € R.

Wir sehen also dass fiir jede Konstante C' € R die Funktion y(z) = %1'2 + C eine Losung
der Differentialgleichung y/(x) = z ist. Das heisst dass wir unendlich viele Losungen
gefunden haben. Diese Erkenntnis gilt allgemein, i.e. eine gew6hnliche Differentialglei-
chung besitzt im allgemeinen unendlich viele Losungen. Die Menge aller Lésungen einer
gewohnlichen Differentialgleichung wird als allgemeine Lésung bezeichnet.

Die Differentialgleichung 3’ = x ist ein Beispiel einer Differentialgleichung der Form

dy
@(w) = [(z),

wobei f(z) eine gegebene Funktion ist. Wir sehen dass jede Stammfunktion F(z) eine
Losung dieser Differentialgleichung ist. Da sich zwei Stammfunktionen nur durch eine
4
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additive Konstante unterscheiden, ergibt sich die allgemeine Losung durch Wahl einer
festen Stammfunktion F'(z) und Addition einer Konstanten

y(z) = F(z) + C.

Ein weiterer wichtiger Typ von Differentialgleichungen sind Differentialgleichungen
der Form

Y w) = o).

Wir sehen dass y(x) = e* eine Losung dieser Differentialgleichung ist. Jedoch fiihrt die
Addition einer Konstanten nicht auf die allgemeine Losung, i.e. y(z) = e® + C erfiillt die
Differentialgleichung nicht. Die allgemeine Losung (siehe unten) ist gegeben durch

y(z) = Ce”,

i.e. die gefundene Losung y(z) = e* wird mit einer Konstanten C' € R multipliziert um
die allgemeine Losung zu erhalten.

Was den beiden obigen Typen von Differentialgleichungen gemeinsam ist, ist die Tatsa-
che dass die allgemeine Losung eine Konstante enthilt. Man sagt auch einen Parameter.
Dies hingt damit zusammen dass die beiden Typen von Differentialgleichungen beide
erster Ordnung sind. Wir betrachten nun die Differentialgleichung zweiter Ordnung

d2
d—mz(x) = .

Die allgemeine Losung ergibt sich durch zweifache unbestimmte Integration zu
L 5
y(z) = g% T+ 0y

wobei C1,Cy € R beliebige Konstanten sind. Die betrachtete Differentialgleichung ist
zweiter Ordnung und die zugehorgige allgemeine Losung hingt von zwei Konstanten ab.
Allgemein gilt dass die allgemeine Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung von
n Konstanten C1,Cy, ..., C, € R abhingt. Das erste einfiihrende Beispiel gibt fiir diesen
Sachverhalt die physikalische Interpretation. In diesem Beispiel wird die Position in
Abhéngigkeit der Zeit gesucht, wenn man voraussetzt dass die Beschleunigung konstant
ist. Die Losung hingt von zwei Konstanten ab, der Position und der Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt ¢ = 0.

1.2.5. Partikulire Losung. Wir betrachten wieder die Differentialgleichung y’ = x. Die
allgemeine Losung davon ist
1

§x2+C’ mit C € R.

Sei nun fiir das betrachtete Problem die weitere Bedingung y(0) = 1 gegeben. Setzen
wir z = 0 in der allgemeinen Losung ein, so erhalten wir

y(0) =C.

y()

Aufgrund der gegebenen Bedingung muss dieser Ausdruck nun gleich eins sein. Es folgt
somit C' =1 und die Lésung

1
y(x) = ixQ + 1.

Diese Funktion heisst partikulire Losung der Differentialgleichung ¢y’ = x zur Bedingung

y(0) = 1.
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1.2.6. Anfangsbedingungen. Die Bedingungen, welche zu einer partikuldren Lésung fiih-
ren, kénnen in zwei unterschiedlichen Formen vorliegen. Sind die Bedingungen in einer
Weise formuliert, welche zu Werten der gesuchten Funktion und ihrer Ableitungen an
einem festen Punkt o = z( fithren, so heissen die Bedingungen Anfangsbedingungen.

Betrachten wir beispielsweise die Differentialgleichung des obigen kinematischen Bei-
spiels: ¢y’ = a (fiir konstantes a) und geben wir Werte fiir die Position und Geschwin-
digkeit zum Zeitpunkt ¢t = 0 vor, so sind dies Anfangsbedingungen.

Die meisten Probleme der Kinematik oder Dynamik werden als Anfangswertprobleme
formuliert, i.e. die Differentialgleichung zusammen mit Anfangsbedingungen ist gegeben
und es wird die partikuldre Losung der gegebenen Differentialgleichung zu den gegebenen
Anfangsbedingungen gesucht.

1.2.7. Randbedingungen. Fiihren die gegebenen Bedingungen zu Werten der gesuchten
Funktion an verschiedenen Werten von x, so heissen die Bedingungen Randbedingungen.
Das Problem des Auffindens einer partikuldren Losung einer gegebenen Differentialglei-
chung mit gegebenen Randwerten heisst Randwertproblem.

Als Beispiel eines Randwertproblems betrachten wir einen zweiseitig aufgelegten Bal-
ken unter Eigenlast und suchen die Auslenkung y in Abhingigkeit der horizontalen
Koordinate x. Die Gesetzmissigkeit, welche dieses Problem beschreibt ist die Differen-
tialgleichung der Balkenbiegung

1
!

y(2) =57
wobei wir mit F den Elastizitdtsmodul des betrachteten Materials, mit I das Wider-
standsmoment zweiter Ordnung und mit M (x) das wirkende Moment in Abh#ngigkeit
der horizontalen Koordinate z bezeichnen. Die Linge des Balkens sei L. Aus der konstan-
ten Streckenlast g folgt das Moment M (z) = 4(Lz — 2?) und die Differentialgleichung
wird zu

M (z),

"(z) = K(Lz — a2 it -7
Die allgemeine Losung ergibt sich durch zweifache unbestimmte Integration zu
La® o4
=K|——-—= C Cs.
y(z) ( 6 12>+ 1z + C2
Die Bedingung der beidseitigen Auflage (bei z = 0 und x = L) ergibt die Werte
y(0) = y(L) =0.
Die beiden Bedingungen in die allgemeine Losung eingesetzt fiihrt auf die Gleichungen
L+ Lt
y(0)=Cr=0, ylL)=K|[——-")+CL
6 12
KL* !
= C1L=0.
12 + C1
Somit folgt
KL?
Q= =0



1.3. Geometrische Betrachtung: Richtungsfeld. Wir betrachten Differentialglei-
chungen der Form

d
gng@w%

fiir eine gegebene Funktion f(x,y). Sei y(x) eine Losung dieser Differentialgleichung. Im
folgenden bezeichnen wir den Graphen y = y(x) als Losungskurve. Sei (g, y9) ein Punkt
auf der Losungskurve y = y(z). Wir betrachten nun die Tangente an die Losungskurve
in diesem Punkt:

Y
1 y=y(x)
Tangente
> T
Die Steigung dieser Tangente ist gegeben durch
dy
m = - (0) = f(@0,30)-

Le. die Steigung der Losungskurve in einem Punkt (xg,yo) ist gegeben durch f(xg,yo).
Insbesondere ist somit die Steigung der Losungskurve bekannt, ohne Kenntnis der Lo-
sung y(z).

Durch diese Erkenntniss ist fiir jeden zuléssigen Punkt (xo,yo) die Richtung der Lo-
sungskurve, welche durch diesen Punkt verlduft, gegeben. Die Darstellung dieser Rich-
tungen als kurzes Tangentenstiick wird als Richtungsfeld bezeichnet. Wir illustrieren am
Beispiel der Gleichung

2 =2y,
dzx 4

fir z > 0. Le. f(z,y) = 2—y. Fiir eine effiziente Konstruktion des Richtungsfeldes setzt
man die Funktion f(z,y) gleich einer Konstanten m:

f(z,y) =m.

Die Losung dieser Gleichung fiir festes m wird als Isokline bezeichnet. Fiir die Wahl

m = 0 ergibt sich die Gleichung 2 — y = 0 mit Losung y = 2. Le. entlang der Isokline

y = 2 ist die Steigung des Richtungsfeldes gleich 0. Fiir m = 1 ergibt sich die Isokline
7



y = 1, fiir m = —1 ergibt sich die Isokline y = 3. Wir erhalten das Richtungsfeld:

Y
O NN NN N A N N
NN N N N N NN
S N N N N N NN
I ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~—

1 2

Losungskurven y = y(x) der Differentialgleichung verlaufen in jedem Punkt (z,y) paral-
lel zum Richtungsfeld und konnen somit bei gegebenem Richtungsfeld skizziert werden.

Wir skizzieren fiir das Beispiel drei Losungskurven, welche durch die Punkte (x,y0) =
(0,2),(0,4),(0,0) verlaufen:

Y

£ N N N N N A
NN NN NN

3~ \\ NN N N N .

2 .,...*R._._,,.._..__M%MW ...... R

1 2

Diese drei Losungskurven entsprechen den drei partikuldren Lésungen der Differential-
gleichung ¢y’ = 2 — y zu den drei Anfangsbedingungen y(0) = 2,4, 0.
Bemerkungen:

(i) Die so skizzierten Losungskurven entsprechen einem qualitiativen Bild der Lo-
sungen der Differentialgleichung.

(ii) Aus diesem qualitativen Bild ldsst sich das Langzeitverhalten ablesen. Mit dem
Langzeitverhalten ist das Verhalten der Losung fiir z — oo gemeint. Im obigen
Beispiel sehen wir dass fiir alle moglichen Anfangsbedingungen jeweils

g, yle) =2
gilt.
(iii) Die Gesamtmenge der Losungskurven entspricht der allgmeinen Lsung der Dif-
ferentialgleichung.

(iv) Durch einen Punkt (z,yo) verlduft genau eine Losungskurve. Das heisst dass

zu einer Anfangsbedingung y(zg) = yo genau eine partikuldre Losung der Dif-
ferentialgleichung v’ = f(x,y) existiert.

1.4. Separierbare Gleichungen.



1.4.1. Theorie. Eine Differentialgleichung erster Ordnung heisst separierbar, wenn sie in
der Form

h(y) L = gla)

geschrieben werden kann. Mit Argumenten (y ist eine Funktion von z) ist diese Gleichung
d
hy()) 7 (@) = g(a).

Sei nun H (z) eine Stammfunktion von A(x). Dann kann die linke Seite folgendermassen
umgeschrieben werden:

() S () = H(y())

(Dies folgt aus der Kettenregel, der Ausdruck %(z) ist die innere Ableitung der verket-
teten Funktion H(y(z))). Die Differentialgleichung ist nun von der Form

L Hly(x) = gla).
Unbestimmte Integration liefert
H(y(z)) = G(z) + C,

wobei G(z) eine Stammfunktion von g(z) ist. Das Auflgsen dieser Gleichung nach y(z)
liefert die allgmeine Losung y(z). Die partikulére Losung ergibt sich durch eine Anfangs-
bedingung, welche die Konstante C' fixiert.

1.4.2. Formales Vorgehen. Wir betrachten

dy
h(y)—= = .
() =9()
Das formale Vorgehen unterteilt sich in die folgenden Schritte:

(1) Separieren der Variablen
Formale Multiplikation mit dz liefert

h(y)dy = g(x)dz.
Die linke Seite beinhaltet nur noch die Variable y, die rechte Seite beinhaltet
nur noch die Variable z, i.e. die Variablen sind separiert.
(ii) Integration
Unbestimmte Integration

/h(y)dyz /g(x)d:v

H(y) =G(z)+ C.
Hier sind H(y), G(z) Stammfunktionen von h(y) respektive g(x).
(iii) Auflosen
Auflésen liefert die allgemeine Losung
y(z) = H ' (G(z) + O).

Die partikuldre Losung ergibt sich durch eine Anfangsbedingung, welche die
Konstante C fixiert.

Wir illustrieren die einzelnen Schritte am Beispiel

dy 2
7:6 1 = —.
o = 6w, y(1)

liefert



(i) Separation:
dy

7 = bxdx.
(ii) Integration:
1
—— =324 C.
)

(iii) Auflosen ergibt die allgemeine Losung
1

Mit y(1) = 1/25 folgt die partikuldre Losung
1

Y(@) = 555

Ein wichtiges Beispiel ist die Gleichung
y' = ky, y(0) =0, konst. = k € R,

Separation und unbestimmte Integration liefert
d
/ Y / kda.
Y

Ausfiihren der Integration ergibt
log(y) = kx + C1.

Daraus folgt die allgemeine Lésung
— ketC1 _ JC1 ke

y(z) =
= Cgekz.

Zusammen mit der Anfangsbedingung y(0) = yo haben wir die partikulére Losung
y(x) = yoe**.
Bemerkung: Genau genommen kann die Konstante Cy in der obigen Herleitung nur
positive Werte annehmen da sie aus der Konstanten C7 € R durch Cs = et hervorgeht.

Wir haben jedoch

d dlog(x) x>0

Bl _J d =

dx log(lz) { g log(—z) <0
1 >0 1
Tl A1) z<0 T2z

und somit gilt

1
/ de = log(|z|) + C.

In der obigen Herleitung haben wir also
log(ly]) = kx + C1.

Dies ergibt
ly| = Coe”

(mit Oy = €1 > 0) und daraus folgen die Losungen
y = Chel®, y = —Chel®.
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Diese Losungen zusammen mit der offensichtlichen Losung? y(z) = 0 lassen sich aber
zusammenfassen zur allgemeinen Losung

y(z) = Cek?, CeR.
Diese Losung stimmt mit der Losung der obigen 'naiven’ Herleitung iiberein.
Wir fassen das Resultat dieses Beispiels nochmals zusammen: Die allgemeine Losung
der Gleichung
v = ky, keR,
lautet
y(z) = Cer®, CeR.

1.5. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. Eine Differentialgleichung
erster Ordnung heisst linear wenn sie in der Form

y = p)y +q(x)
geschrieben werden kann. Hier sind p(x) und ¢(x) gegebene Funktionen. Die Funkti-
on q(z) heisst Storfunktion. Die Gleichung heisst homogen falls g(x) = 0, ansonsten
inhomogen.
Die folgende Tabelle illustriert die eingefiihrten Begriffe:

Gleichung linear | homogen | separierbar
y =12 nein - ja

y =z ja nein ja

Yy =e "y ja ja ja
y=xy+e?®| ja nein nein

Yy =xy+x ja nein ja

Wir betrachten nun die folgenden beiden Differentialgleichungen:
Y =p(@)y +q(@), (1)
y = plx)y. (2)
Man nennt die zweite Gleichung die zugehorige homogene Gleichung zur ersten (inho-
mogenen) Gleichung (i.e. das ist diejenige Gleichung die man bekommt wenn man bei
einer inhomogenen Gleichung die Stérfunktion weglisst).
Es gilt das folgende:
(i) Gleichung (2) hat die allgemeine Losung yp(z) = CeP®) wobei P(z) eine
Stammfunktion von p(x) ist.
(i) Seiyp(x) eine Losung von Gleichung (2) und sei y;(x) eine Lésung von Gleichung
(1). Dann ist die Funktion y(z) + yi(z) eine Losung von Gleichung (1).
(iii) Zwei Losungen der Gleichung (1) unterscheiden sich (nur) in einer Lsung der
Gleichung (2).
Beweis:

(i) Dies folgt direkt aus der Tatsache dass sich die homogene Gleichung (2) sepa-
rieren ldsst. Siehe den vorhergehenden Abschnitt zu separierbaren Gleichungen.

(ii) Wir setzen die Funktion yp,(z) + yi(z) in die Gleichung (1) ein:

dyh dyz

Wi () 1+ Vi)

= p(@)yn(z) + p(x)yi(x) + q(z)

= p(x)(yn(2) + yi(x)) + q(2),

2f(x) = 0 beduetet dass die Funktion f(z) identisch, also fiir alle z, gleich Null ist.
11
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wobei wir von der ersten auf die zweite Zeile verwendet haben dass yj(z) eine
Losung der Gleichung (2) und y;(x) eine Losung der Gleichung (1) ist. Dies
zeigt dass die Funktion yp(z) + y;(x) eine Losung der Gleichung (1) ist.

(iii) Seien y;(z) und yo(x) Losungen der Gleichung (1). Le. es gilt

dy1
E(x)

B2 (2) = p(@)nte) + a(a).

= p(@)y1(z) + q(2),

Die Differenz y;(x) — y2(x) erfiillt somit

%@1 (%) = v2(x)) = p(2) (11 (2) — v2(2)),

i.e. die Differenz erfiillt Gleichung (2).

Die folgende Uberlegung fiihrt nun auf die allgemeine Losung der inhomogenen Glei-
chung. Wir nehmen an wir kennen eine Losung y;(x) der inhomogenen Gleichung. Wenn
wir nun eine Losung der homogenen Gleichung dazu addieren erhalten wir wieder eine
Losung der inhomogenen Gleichung (siehe (ii)). Da wir von der homogenen Gleichung
beliebig viele Losungen kennen (wir kennen alle Losungen dieser Gleichung, i.e. wir ken-
nen die allgemeine Losung (siehe (i))), konnen wir diese jeweils zur Losung y;(x) der
inhomogenen Gleichung dazu addieren und erhalten somit auch beliebig viele Losungen
der inhomogenen Gleichung. Die Frage ist nun ob wir auf diesem Weg alle Lésungen der
inhomogenen Gleichung finden? Da sich zwei solche Ldsungen aber nur in einer Lisung
der homogenene Gleichung unterscheiden (siehe (iii)) und wir zu unserer Losung alle Lo-
sungen der homogenen Gleichung dazu addieren, bekommen wir in der Tat auf diesem
Weg alle Losungen der inhomogenen Gleichung.

Wir schliessen somit das folgende: Falls wir eine spezielle Losung y; () der inhomoge-
nen Gleichung und alle Losungen yj (x) der homogenen Gleichung (dies ist die allgemeine
Losung dieser Gleichung) kennen, dann gibt es fiir jede beliebige Losung y(x) der inho-
mogenen Gleichung eine Losung yp(x) der homogenen Gleichung, so dass gilt

y(@) = yn(z) + yi().

Le. die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist die allgemeine Ldsung der
homogenen Gleichung plus eine Losung der inhomogenen Gleichung.
Wir notieren dies als Theorem:

Theorem. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y = p(x)y +q(z)
lautet
y(x) = yn(x) + yi(z),

wobei yp,(z) = CeP’@ (mit P(z) einer Stammfunktion von p(z)) die allgemeine Losung
der Gleichung v’ = p(x)y und y;(z) eine Losung der Gleichung ' = p(z)y + ¢(x) ist.

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung

y = —2y + 3.
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung y' = —2y ist (gefunden durch Separa-
tion der Variablen)

yn(x) = Ce 2.
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Nun benétigen wir eine Losung der inhomogenen Gleichung 3’ = —2y + 3. Diese ist
yi(z) = 3. Die allgemeine Losung lautet somit

(&) = ynle) o) = O > 42,
Bemerkungen:

(i) Die Gleichung in diesem Beispiel wére auch direkt durch Separation der Varia-
blen 16sbar.

(ii) Die Lésung y;(z) = 3 wurde durch raten gefunden. Im allgemeinen ist dies nicht
so einfach moglich. Ein allgemeineres Verfahren zum Auffinden einer Losung der
inhomogenen Gleichung wird im néchsten Teilabschnitt besprochen (Variation
der Konstanten).

(iii) Die verbleibende Konstante C' in der Losung wird durch eine Anfangsbedingung
fixiert.

1.5.1. Variation der Konstanten. Die Methode mit dem Namen Variation der Konstan-
ten wird verwendet um fiir die lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung:
"= p()y +q(2)

eine Losung der inhomogenen Gleichung zu finden.
Das Vorgehen ist das folgende: In der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung

yn(z) = CeP® wird die auftretende Konstante C' durch eine (noch) unbekannte Funk-
tion ¢(x) ersetzt, i.e. die Konstante wird variert. Wir erhalten dadurch den Ansatz

yi(w) = p(a)e"™).
Einsetzen dieses Ansatzes in die inhomogene Gleichung fiihrt auf eine Differentialglei-
chung fiir p(z):

¢ ()e") = q(x).

Die Losung davon ist

und somit lautet die Losung der inhomogenen Gleichung
(o) = pla)e”® =" [ ga)e ",

(Auf der rechten Seite tritt hier ein unbestimmtes Integral auf, welches die Menge der
Stammfunktionen von g(x)e~"®) bezeichnet. Bei der Ausfithrung der Integration kann
die Integrationskonstante weggelassen werden, da wir nur an einer Losung der inhomo-
genen Gleichung interessiert sind). Mit y(x) = yn(x) + yi(z) erhalten wir die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung v’ = p(z)y + ¢(z):

y(z) = CeP@ 4 P /q(x)e_P(x)dx,

wobei P(x) eine Stammfunktion von p(x) ist.
Mit dieser zusétzlichen Erkenntnis erweitern wir das Theorem aus dem vorhergehen-
den Abschnitt.

Theorem. Die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung erster Ordnung
y = p@)y +q(z)
lautet

y(x) = yn(z) + yi(),
13



wobel
(@) = CPO, yi(a) = P / a(@)e PD dx

(mit P(z) einer Stammfunktion von p(z)). Hier ist y,(x) die allgemeine Losung der
homogenen Gleichung ' = p(z)y und y;(z) eine Losung der inhomogenen Gleichung

y' = p(x)y + q(@).
Bemerkungen:

(i) Wie oben bereits vermerkt kann bei der Ausfithrung der Integration die Integra-
tionskonstante weggelassen werden, da wir nur an einer Losung der inhomoge-
nen Gleichung interessiert sind und durch die Addition der allgemeinen Lésung
der homogenen Gleichung die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
erhalten.

(ii) Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung enthilt eine Konstante C.
Diese steckt in yp(x). Wie iiblich wird C' durch eine Anfangsbedingung fixiert
und ergibt auf diese Weise eine partikuldre Losung.

(iii) Fiir Anwendungen empfielt es sich nicht die obigen Formeln zu merken. Man
verwendet das folgende Vorgehen:

(a) Berechnung der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung yp,(z) durch
Separation der Variablen.

(b) Berechnung einer Losung der inhomogenen Gleichung y;(z) durch Variation
der Konstanten.

(c) Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist y(x) = yn(x)+vi(x).

Wir illustrieren die Schritte am Beispiel

Separation ergibt
d d
/y = —x, ie. yn(x) = Cx.
y x
(b) Fir eine Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz (Variation
der Konstanten)

yi(z) = o(z).
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

@t o) = pla) + i @)= .

Die Lésung dieser Gleichung ist
p(x) = T4
(wir lassen die Integrationskonstante weg da wir nur an einer Losung der inho-
mogenen Gleichung interessiert sind). Somit haben wir
1

Z/i(l“) = A3
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(c) Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet

y(@) = yn(x) + yi(z)
1
=Cr— —.
T s
1.6. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung heisst linear wenn sie von der Form

Y +p(x)y + q(z)y = r(z)

ist. Wir nennen die Funktion r(x) Storfunktion. Im Fall r(x) = 0 bezeichnen wir die
Gleichung als homogen, ansonsten als inhomogen. Im folgenden beschrénken wir uns auf
den wichtigen Fall wo p, ¢ Konstanten sind, i.e. die Koeffizienten der Gleichung sind
konstant.

1.6.1. Homogene Gleichung mit konstanten Koeffizienten. Eine homogene, lineare Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist von der Form

v +py +qy=0.

Wobei p, g € R Konstanten sind.

Eine wichtige Klasse von Systemen, in welchen eine Gleichung dieser Form zur Be-
schreibung des dynamischen Verhaltens auftritt, ist die Klasse von mechanischen Sy-
stemen bestehend aus Masse, Feder und geschwindigkeitsproportionaler Reibung. Als
Vertreter fiir Systeme dieser Art betrachten wir die folgende Anordnung:

%—MWN;{"/(S
AL

y(t)

Es handelt sich um eine Masse, welche sich horizontal (in einer Dimension) bewegen
kann. Die Masse ist iiber eine (lineare) Feder mit der festen Struktur verbunden und es
wirkt auf die Masse eine Reibungskraft welche proportional zur Geschwindigkeit ist.

Wir bezeichnen mit m die Masse, mit k£ die Federkonstante, mit § den Reibungsko-
effizienten und mit y(¢) die Auslenkung aus der (gestrichelt eingezeichneten) Ruhelage.
Die Auslenkung besitzt ein Vorzeichen und ist rechts von der Ruhelage positv. Die ein-
wirkenden Krifte sind die Federkraft Fr und die Reibungskraft Fr. In Abhéngigeit der
Auslenkung y(t) und der Geschwindigkeit y/'(¢) sind diese

Fp=—ky(t),  Fr=-0y(t).
Aus dem Newtonschen Gesetz folgt
—ky(t) — oy’ (t) = my" (1),
i.e.
y" + %y’ + %y =0.

Diese Gleichung ist somit von der Form einer homogenen, linearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten: y” + py’ + qy = 0, wobei p = §/m und
qg=k/m.
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1.6.2. Erste Lésungen im Fall p = 0. Mit p = 0 ist die Differentialgleichung von der
Form

y// + wgy — 0’
wobei wir die Grosse wy = ,/q eingefiihrt haben. Aus der Sicht des mechanischen Sy-
stems beschreibt die Differentialgleichung in dieser Form ein System ohne Reibung. Wir

erwarten somit Lésungen in der Form von harmonischen Schwingungen. Durch Einsetzen
sieht man sofort dass

y1(z) = sin(wox), ya2(x) = cos(wpx)

Losungen der Gleichung sind. Diese Losungen besitzen Amplituden von Eins. Aus der
Sicht des mechanischen Systems erwarten wir jedoch Losungen mit beliebigen (aber
konstanten) Amplituden. In der Tat sind Vielfache der obigen beiden Losungen wieder
Losungen der Gleichung. Beispielsweise

y3(x) = 7sin(wox), ya(x) = —19 cos(wopx).

Da die Sinus- und Kosinuslosungen sehr speziellen Anfangsbedingungen entsprechen (Si-
nus: Keine Auslenkung und maximale Geschwindigkeit, Kosinus: Maximale Auslenkung
und keine Geschwindigkeit), erwarten wir eine allgemeine harmonische Schwingung als
allgemeine Losung. Diese kann in der Form

y(x) = Cy sin(wpz) + Cs cos(wox)

geschrieben werden, i.e. als Linearkombination der Losungen y;(z) = sin(wox), y2(z) =
cos(wpx). Man iiberpriift durch Einsetzen dass Funktionen dieser Form Losungen der
Differentialgleichung sind.

1.6.3. Superpositionsprinzip. Die Erkenntnisse aus den den ersten Losungen fithren auf
den folgenden Satz:

Theorem 1.1 (Superpositionsprinzip). Seien yi(z) und y2(x) Losungen der Differenti-
algleichung

y' +py' +qy=0
und seien C1, Cy Konstanten. Dann ist die Linearkombination
y(z) = Ciyi(z) + Caya(z)
auch eine Losung von y" + py' + qy = 0.

Beweis:
Wir setzen die Linearkombination Ciyi(x) + Cay2(x) in die Differentialgleichung ein:

(Cry1 + Caya)" + p(Cryr + Caya)’
+q(Ciy1 + Caya) = Cry + Cayy + pCiy) + pCays + qCry1 + qCoys

= C1 (Y] + pyi + ay1) +C2 (y5 + pys + qy2)
=0 =0

=0,

wobei wir in der vorletzten Zeile verwendet haben dass y;(x), y2(x) Losungen der Dif-
ferentialgleichung sind. Somit ist die Linearkombination Ciy; + Coys eine Losung der
Differentialgleichung.

Bemerkung: Das Superpositionsprinzip gilt fiir alle linearen homogenen Differenti-
algleichungen (auch mit nicht-konstanten Koeffizienten), zum Beispiel auch fir die li-
neare, homogene Differentialgleichung erster Ordnung y' = p(x)y des vorhergehenden
Abschnitts.
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Es stellt sich nun die Frage ob durch die Linearkombination

y(x) = Cry1(z) + Caya(z)

alle Losungen der Differentialgleichung gefunden werden. Es gilt das folgende: Die allge-
meine Losung der Gleichung y”+py’+qy = 0 ist als Linearkombination Cyy1 (z)4Caya(z)
darstellbar, falls y;(z) und y2(x) linear unabhéngige Losungen sind. Die beiden Lésun-
gen y1(z), y2(x) heissen in diesem Fall Basislosungen oder Fundamentallosungen der
Differentialgleichung.

Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit fiir zwei Funktionen yi(x), y2(x) ist folgen-
dermassen definiert ist: Zwei gegebene Funktionen y (), y2(z) sind linear unabhéngig,
falls die Gleichung

Cryi(z) + Caya(x) = 0,

welche fiir alle = gelten muss (Achtung: Dies ist keine Gleichung fiir  sondern fiir die
Konstanten C, Cs), nur die Losung C1 = Cy = 0 besitzt (die Definition ist analog zur
Definition der linearen Unabhéngigkeit von Vektoren). Wir illustrieren den Begriff am
Beispiel der Funktionen y;(z) = cos(wox), y2(x) = sin(woz). Die Gleichung lautet

C4 cos(wpx) + Cy sin(wpz) = 0.
Da die Gleichung fiir alle x gelten muss, konnen beliebige Werte fiir = eingesetzt wer-
den um die Gleichung zu untersuchen. Wir setzen x = 0 und erhalten C; = 0. Die
Gleichung reduziert sich auf Cysin(wpz) = 0 deren einzige Losung Co = 0 ist. Ein Ge-
genbeispiel sind die Funktionen y;(z) = 3sin(wox), y2(z) = 7cos(woz). Die Gleichung
der Linearkombination ist

C43sin(wox) + Co7sin(wpz) = 0.
Eine Losung davon ist beispielsweise C] = —%, Cs = 1. Diese Funktionen sind somit
nicht linear unabhéngig.

1.6.4. Aufsuchen der Basisldsungen und allgemeine Lésung. Wir suchen die allgemeine
Losung der Gleichung y" + py’ + qy = 0. Einsetzen des Ansatzes y(z) = e ergibt

(A2 +pA+q) e =0,
i.e.
M4 ph\+q=0.

Somit ist y(x) = e’ genau dann eine Losung wenn A eine Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms P(\) = A2 4+ p\+ ¢ ist. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

sind
Ng— PEVP -4
’ 2

und es sind die drei Falle
i) p*—4¢>0, (i) p>—4¢=0, (i) p*—4¢<0

zu unterscheiden. Bemerkung: Wir lassen fiir A Werte in den komplexen Zahlen zu. Durch
die Werte von A in den drei Fillen ergeben sich nun folgendermassen die zugehorigen
Basislosungen:

(i) p?> — 4q > 0: Diesen Fall nennt man starke Dimpfung. Es gilt A1, Ao € R mit
A1 # Xo. Somit sind die beiden Basislosungen yi(z) = eM®, yo(x) = €2 und
die allgemeine Losung lautet

—p+ /2 -4
y(a:) _ Cle/\1x + 026)‘236, )\172 _ p 2]? q.
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(ii) p?> — 4¢ = 0: Diesen Fall nennt man Kritische Dimpfung. Es gilt \] = Ay =
—p/2 € R. Somit ist e*® eine Basislosung. Man kann zeigen (als Ubung) dass
die Funktion yo = xeM? im Fall kritischer Dampfung die Funktion ys(z) = zeM?®
auch eine Losung ist. Die allgemeine Losung lautet

p

y(z) = (Cy + Cox) eM®, A1 = -5

(iii) p? — 4¢ < 0: Diesen Fall nennt man schwache Ddmpfung. Es gilt A\; = Ay €
C\R, i.e. A\ = a+ jB, A2 = a — jB, wobei a = —p/2, B = /4q — p?/2.

Die Basislosungen sind gy (z) = e84 (z) = e(@9% und die allgemeine
Losung lautet

y(z) = Cle(aJrjﬁ)I + Cze(a*jﬁ)m
= e <C’1€jﬁﬂlj + Cge_jﬁm> .

Diese Losung ist im allgemeinen nicht reell. Die Wahl von C; = Cs, mit ] =
a + jb fihrt auf

y(@) = e ((a+ jb) (cos(Bz) + jsin(Bz)
+ (a = jb)(cos(~Ba) + jsin(—pz))
= e (2a cos(fBxz) — 2b sin(ﬁx)),

wobei wir die Eulersche Formel e/% = cos(p) + j sin(¢) sowie cos(—¢) = cos(i)
und sin(—¢) = —sin(y) verwendet haben. Diese Losung ist reell. Umbenennung
der verbleibenden (reellen) Konstanten ergibt den folgenden Ausdruck fiir die
allgemeine Losung

y(x) = e (C’1 cos(fx) + Co sin(ﬁx)), a= —27 B = ﬂ

Bemerkungen:

(i) Es lasst sich priifen dass die erhaltenen zwei Basislosungen jeweils linear unab-
héngige Funktionen sind.

(ii) Die erhaltene allgemeine Losung im Fall der schwachen Dampfung lédsst sich
umschreiben auf die Form

y(x) = Ce* cos(Bx + ¢).

1.6.5. Diskussion der Losungen. In Verbindung mit dem mechanischen Feder-Masse-
Déampfungssystem diskutieren wir nun die erhaltenen allgemeinen Losungen. Zur Verein-
fachung fithren wir die Grosse A = % ein. Die Differentialgleichung mit den zugehérigen
Losungen des charakteristischen Polynoms ist nun

Y+ 20y 4 Wiy = 0, M2 =—A£ /A2 — w2,
) | k

AZ*, wo = —.

2m m

(i) Starke Dampfung. Ubertragen auf das mechanische System wird die Bedingung
p?> —4q >0 zu
A > wy.
Die allgemeine Losung fiir die Auslenkung () lautet

y(t) = Cle)qt + 026)\215’ )\172 = A+ \/r_wg
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Wegen A2 — w2 < A2 folgt dass A\12 < 0. Somit ist die Auslenkung im Fall
starker Ddmpfung exponentiell fallend.

(ii) Kritische Dampfung. Ubertragen auf das mechanische System wird die Bedin-
gung p? —4q =0 zu

A= wo-
Die allgemeine Losung fiir die Auslenkung y(¢) lautet
y(t) = (C1 4 Cat)e 2.

Auch im Fall kritischer Dédmpfung fillt die Auslenkung exponentiell ab.
(iii) Schwache Dampfung. Ubertragen auf das mechanische System wird die Bedin-
gung p? —4q < 0 zu

A < wp.
Die allgemeine Losung fiir die Auslenkung y(¢) lautet

y(t) = e BH(C cos(Bt) + Cysin(t))
= Ce P cos(Bt + o), B = wi — A2

Es handelt sich um eine gedampfte Schwingung (die Amplitude nimmt mit der
Zeit ab). Ein Spezialfall tritt auf wenn keine Reibung vorhanden ist: § = 0
fithrt auf A = 0 und die Schwingung ist ungedampft (Amplitude nimmt nicht
ab), die auftretende Frequenz ist wg. Aus diesem Grund nennt man wq auch die
FEigenfrequenz des Systems.

Die folgende Grafik stellt die drei Félle gegeniiber. Es wurden die Anfangsbedingun-
gen y(0) = 1, 4/(0) = 0 gewihlt. Diese Anfangsbedingungen entsprechen dem loslassen
der Masse m bei Auslenkung gleich Eins. Die drei Losungen entsprechen Systemen mit
der selben Masse und der selben Federkonstanten. Lediglich der Reibungskoeffizient ist
unterschiedlich gewihlt. Die Umbhiillenden Kurven y(z) = fe™ 2t der Schwingungslo-
sung (schwache Dampfung) sind gepunktet eingezeichnet und geben die Abnahme der
Amplitude wieder. Gestrichelt eingezeichnet ist das System mit kritischer Ddmpfung. Es
ist ersichtlich dass das stark geddmpfte System langsamer in die Ruhelage zuriickkehrt
als das kritisch gedampfte.

v_ \/ S

- - - kritisch gedampft
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1.6.6. Elektrische Schwingungen. Wir betrachten die folgende Serieschaltung eines Ohm-
schen Widerstandes R, einer Spule L und einem Kondensator C":

R L

1)

Seien Ug, Uy, und Ug die (zeitabhéngigen) Spannungsabfille iiber dem jeweiligen Bau-
teil. Nach der Maschenregel gilt zu jedem Zeitpunkt

Ur+Up+Uc=0.

Mit
dl Q
Ur = RI U, =L— U = —=.
R ’ L dty C C
folgt
dIl  Q
RI+L—+—==0.
rate

Ableiten nach der Zeit ergibt die folgende Differentialgleichung fiir den Strom 1(t)

d*I  RdI 1
@ " Td L0
wobei wir benutzt haben dass d@Q/dt = I. Dies ist eine lineare homogene Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, i.e. die Gleichung ist von der
selben Form wie die Gleichung welche das mechanische Feder-Masse-Dampfungssystem
beschreibt.
Wir stellen die Grossen, welche einander in diesen Systemen analog sind, in der fol-
genden Tabelle gegeniiber (man vergleiche die entsprechenden Differentialgleichungen):

0,

mechanisch ‘ elektrisch
Auslenkung y(¢) | Stromstéarke I(t)
Masse m | Induktion L
Reibungskoeffizient ¢ | Widerstand R
Federkonstante k | 1/Kapazitit 1/C

Zum Beispiel entspricht der Masse m, welche im mechanischen System die Trégheit be-
schreibt, im elektrischen System die Induktivitdt L. Da nun beide Systeme mathematisch
gleich beschrieben werden, konnen Erkenntnisse iiber die Losung eines Systems direkt
auf das andere System iibertragen werden.
Beispiel: In einem mechanischen System ohne Reibung (§ = 0) ist die Frequenz der
Schwingung wy = \/k/m. Somit schwingt ein elektrischer Schaltkreis ohne Ohmschen
1

Widerstand (R = 0) mit der Frequenz wy = T

1.6.7. Inhomogene Gleichung. Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Zusétzlich besitzt die Gleichung auf der rechten
Seite eine Storfunktion r(x), i.e. wir betrachten die inhomogene Gleichung

y' +py +ay=r(2).
Im mechanischen Feder-Masse-Dampfungssystem entspricht die Stérfunktion r(z) einer
dusseren, zeitabhéngigen Kraft welche auf die Masse wirkt. In diesem (und dem analogen

elektrischen) Zusammenhang nennt man r(z) auch Anregung.
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Im folgenden werden wir die Notation

Ly=y"+py +ay
benutzen. Die betrachtete inhomogene Gleichung und die dazugehorige homogene Glei-
chung lauten in dieser Notation

Es gilt das folgende:

Theorem 1.2.

(1) Seiyp(z) = Cryr(z) + Caya(x) die allgemeine Lisung der homogenen Gleichung
Ly = 0 (wobei y1(z), y2(z) die Basislosungen sind) und sei y;(x) eine Lisung
der inhomogenen Gleichung Ly = r(z). Dann ist die allgemeine Losung der
inhomogenen Gleichung Ly = r(x) gegeben durch

y(z) = yp(z) + yi(z)
= Cuyi(z) + Caya () + vi(w).

Le. die allgemeine Lésung ist gegeben durch die Superposition der allgemeinen
Lésung der homogenen Gleichung und einer Losung der inhomogenen Gleichung.

(ii) Sei yi(x) eine Losung der Gleichung Ly = ri(x) und sei ya(x) eine Losung der
Gleichung Ly = ra(x). Dann ist y1(x) + yo(x) eine Losung von Ly = ri(x) +
ro(z).

Die Aussage (und auch der Beweis) des ersten Teils ist analog zur linearen Differential-
gleichung erster Ordnung. Auch hier benotigen wir somit fiir die allgemeine Lésung eine
Losung der inhomogenen Gleichung (die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
wurde in den vorhergehenden Teilabschnitten besprochen).

Im Fall der linearen Gleichung erster Ordnung wurde die Losung der inhomogenen
Gleichung durch Variation der Konstanten gefunden. Im vorliegenden Fall ist das Vor-
gehen das fogende:

(i) In Abhéngigkeit der Form von r(z) macht man einen der folgenden Anséitze fiir
yi(z):
Form von r(x) | Ansatz fiir y;(z)
aePr | AePT
acos(fx) | Acos(Bz) + Bsin(fx)
asin(fz) | Acos(fx) + Bsin(fz)
2 | Apr + Ay L+ A+ A
Wobei A, B, A,, Ap_1, -.., Ao (unbekannte) Konstanten sind.
(ii) Der Ansatz wird in die Gleichung v” + py’ + qy = r(z) eingesetzt und die
Konstanten werden bestimmt. Fiihrt der Ansatz auf

vi +py; +ayi =0,
(i.e. der Ansatz ist eine Losung der homogenen Gleichung), so ist der Ansatz
mit z zu multiplizieren.

Wir illustrieren an Beispielen (die Beispiele beinhalten jeweils auch die Losung der
homogenen Gleichung):

(i) Wir suchen die allgemeine Losung von
Y — 4y — 12y = 3¢°%.
Fiir eine Lésung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz
yi(z) = Aed.
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Einsetzen in die Gleichung ergibt
(254 — 20A — 12A)e> = 3¢°7,

ie. A= —% und die Losung der inhomogenen Gleichung lautet
3
yi(x) = —?6533.

Die dazugehorige homogene Gleichung lautet
y" — 4y — 12y = 0.

Das charakteristische Polynom ist P(\) = A\? — 4\ — 12, die Nullstellen davon
sind Ay = —2, A2 = 6 und somit lautet die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung

yn(x) = Cre ™ + Cyeb.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet somit
y(@) = yn(z) + yi(z)
— Cre~ 2 4 Cyeb — %esx_
Wie suchen die allgemeine Losung von
Y+ 3y 4 2y = 22
Fiir eine Lésung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz
yi(z) = Az® + Bz + C.
Einsetzen in die Gleichung ergibt
2A + 3(24z + B) 4+ 2(Az? + Bz + C) = 22,
i.e.
2A2% + (6A + 2B)x + 2A + 3B + 2C = 2°.
Koeffizientenvergleich ergibt die Gleichungen
z? 2A =1,
z! 64+ 2B =0,
:  24+3B+20=0.
Somit folgt

1 3 7
Azf B:—* = —
2’ 2’ ¢ 4’
le.
1 3 7
yi(z) = 51‘2 - §$+ T

Die dazugehorige homogene Gleichung lautet
y" + 3y +2y=0.

Das charakteristische Polynom ist P(A) = A2 + 3\ + 2, die Nullstellen davon
sind Ay = —2, A2 = —1 und somit lautet die allgemeine Lésung der homogenen
Gleichung

yn(r) = Cre™* + Coe™™.
Die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung lautet somit

y(x) = yn(x) + yi()
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1
_ —2x —x - _ Y o
= (C1e + Cse +2£L‘ 25L‘+4.

(iii) Wir suchen die allgemeine Losung von
v +3y +2y=e"
Fiir eine Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz
yi(x) = Ae”*.
Einsetzen in die Gleichung ergibt
(A=3A+2A)e * =¢e".

Die linke Seite verschwindet jedoch, i.e. der Ansatz y;(x) = Ae™" ist eine Losung
der homogenen Gleichung. Wir multiplizieren den Ansatz mit z und bekommen

den neuen Ansatz

x

yi(x) = Aze ",
Die Ableitungen davon sind
yi(z) = A(l—z)e™™,  yi(z) = Al —2)e"
Einsetzen in die Gleichung ergibt
Alr —2+3(1 —x) +2x)e " =€ 7,
i.e.
Ae ™ =%,

Somit folgt A =1 und

yi(x) = xe ",

Die allgemeine Losung der dazugehorigen homogenen Gleichung lautet (siehe
vorhergehendes Beispiel)

yn(x) = Cre 2% + Che™®,
Die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung lautet somit
y(@) = yn(x) + yi(x)
=C1e 2 4+ Che™™ + ze ",
1.6.8. Inhomogenes Feder-Masse-Ddampfungssystem. Wir betrachten das Feder-Masse-

Dampfungssystem mit einer zusitzlich auf die Masse wirkenden Kraft Fjcos(wt), i.e.
wir betrachten die Gleichung

Y+ 20y + Wiy = Fy cos(wt).

(Zur Erinnerung: A = §/(2m), wo = /k/m, wobei ¢ der Reibungskoeffizient, m die
Masse und k die Federkonstante ist). Wir nehmen an wir befinden uns im Fall schwacher
Démpfung, i.e. es gelte A2 — w2 < 0.

Das charakteristische Polynom ist P(A) = A\? 4+ 2A\ + w3. Die Nullstellen davon

sind Ay = —A £ /A2 — w3 = —A £ j/wi — A2 Somit ist die allgemeine Lisung der

homogenen Gleichung
yn(t) = e 2 (C cos(wot) + Cy sin(wot)) .
Da r(t) = Fycos(wt), machen wir zur Losung der inhomogenen Gleichung den Ansatz
yi(t) = Acos(wt) + Bsin(wt).
23



Wir haben
yi(t) = —Awsin(wt) + Bw cos(wt),
Y (t) = —Aw? cos(wt) — Bw?sin(wt).
Eingesetzen in der Differentialgleichung ergibt
cos(wt) (—Aw2 + 2ABw + w(Q)A)
+sin(wt) (—Bw? — 2AAw + wi B) = F cos(wt).
Setzen von ¢t = 0 ergibt
A(w — w?) + 2ABw = F,
setzen von t = 7 ergibt
—2AAw + B(wi —w?) =0.

Diese beiden Gleichungen bilden ein lineares Gleichungssystem fiir A und B. Auflésen
ergibt

B Fo(wg — w?) B 2FyAw
(Wi — w?)? + 4Aw?’ (wE — w?)? +4Aw?’
Somit ist y;(t) gegeben durch
Fo(wd — w?) 2F)Aw

(1) = cos(wt) + sin(wt).
bilt) (wE — w?)? + 4Aw? (wt) (wE — w?)? + 4Aw? (wt)
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung zerfillt exponentiell und somit ist
flir grosse Zeiten nur die obige inhomogene Lisung relevant. Zur weiteren Betrachtung

verwenden wir die Form

yi(t) = C cos(wt + ¢),

wobei
B
C =+ A%+ B2, tan(¢) = -
Die Diskussion der Phase ¢ lassen wir weg und betrachten nur die Amplitude

Fo
V(WE —w?)? +4A202
Bei einem gegebenen System (i.e. Masse, Feder und Reibungskoeffizient vorgegeben)

ergibt sich in Abhéngigkeit von der Frequenz w der Anregungskraft das folgende Reso-
nanzverhalten (siehe Ubung):

C =

Die Funktion C(w) wird auch Amplitudenfreqenzgang genannt.

1.7. Systeme von Differentiagleichungen.
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1.7.1. FEinfiihrendes Beispiel. Wir betrachten den folgenden Schaltkreis:

Cy :‘:> Us
U, :: Cl Ry |::| UR1
Ry Uk,
I I

» <
» <

Der Maschensatz angewendet auf die rechte Masche ist Us+Upg, = Ug,, der Maschensatz
angewendet auf die linke Masche ist Uy = Ug,. Mit Ug, = —R1(I1 +I2) und Ug, = Ral>
ergeben sich die folgenden Gleichungen fiir die Strome durch die beiden Kondensatoren
in Abhéngigkeit der Spannungen:

1 1
L =——U+ (U —Uy),

Ry Ry
1
Io = —(Uy — Uy).
2 R2( 1 2)
Fiir einen Kondensator der Kapazitit C gilt U = % Die Ableitung nach der Zeit ergibt

U = % = é und somit gilt fiir den Strom I = CU’. Eingesetzt fiir die linken Seiten im
obigen Gleichungssystem ergibt das folgende System von Differentialgleichungen fiir die

Spannungen an den Kondensatoren:

r_ 1 1 _

Ui =~ Ui + g (Ve = U0).
1

Uy = ———(U; — Us).

2 R202< 1 2)

1.7.2. Matriz Schreibweise. Ein lineares, homogenes Gleichungssystem erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten ist von der Form

Y1 = any + azyz,
Ys = a21y1 + azys.
Mit
T = (). a= (i),
2 21 G22
lasst sich das Gleichungssystem schreiben als
Y'(x) = AY (x).

Diese Schreibwese heisst Matrizschreibweise, die Matrix A heisst Koeffizientenmatriz. Die
Losung eines Systems von Differentialgleichungen ist somit eine Vektorwertige Funktion

Y (@).
Fiir das einfiihrende Beispiel der Kondensatorspannungen mit Ry =1, Ry =2,Cy =1
und Cy = 1/2 ist das Gleichungssystem

1
U{ =-U; + §(U2 — Ul),
Ué = (U1 — Us).

U = AT,

In Matrixschreibweise



wobel

7). (L)

1.7.3. Superpositionsprinzip. Wir zeigen das Superpositionsprinzip fiir Systeme von Dif-
ferentialgleichungen. Wir betrachten die Gleichung i/’ = A/ . Seien ¥ 1(z) und ¥ ()
Losungen dieser Gleichung. Dann ist auch die die Linearkombination x4 1(z) 4+ 1 2(x)
eine Losung, wobei u, v Konstanten sind. Die nennt man das Superpositionsprinzip. Be-
weis:

Wir setzen die Superposition in die Differentialgleichung ein:

2 (171@) + 172@)) = (0T (@) + - (T a(a))
= ﬂ%?l + V%?Q
= ,UA71 + UA?Q
= A(,u?l(ac) + V?Q(UC));

wobei wir von der zweiten auf die dritte Zeile verwendet haben dass ¥1(z), ¥2(x)
Lésungen der Differentialgleichung sind.

1.7.4. Entkoppeltes System. Ein System von Differentialgleichungen, welches in der Form
Y = AY mit A eine Diagonalmatrix geschrieben werden kann, heisst entkoppeltes
System. Als Beispiel betrachten wir

7/ = A?, wobei A= <g _05> .

Als Gleichungssystem geschrieben:
y/I = 3y17
Yo = —5ys.

Die beiden Gleichungen kénnen unabhingig voneinander gelést werden, i.e. das System
ist enkoppelt. Wir haben

T

y1 = 1>, Yo = Coe 7.

70 = (o).

Tt =Cy <(1)> e 1 Oy <(1)) o5

1.7.5. Allgemeiner Fall. Wir betrachten 3§’ = AY und machen fiir die Losung den
Ansatz

In Vektorform

oder

Y (x) = Ve
Eingesetzt in der Gleichung 7/’ = A ergibt
AT e = AV e,
ie.
AT = A7
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Somit ist 7 — Ve eine Losung von 7/ = A?, genau dann wenn T ein Eigenvektor
der Matrix A zum FEigenwert A ist.
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2. UBUNGEN ZU GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

UBuNG 1

Man bestimme die Ordnung der folgenden Differentialgleichungen fiir y(z)

i)y == ('V) y =y
()y+y=w v) Y + 2y =
(iii) y" =y %(3337)

UBUNG 2

Man schreibe die folgenden Gleichungen in Form einer expliziten Differentialgleichung,
i.e. in der Form

y™ =Gz, y,y,y", ..., y™V),

und gebe die Funktion G an.

((lg vy = (V) '~y =0
ii :L‘y’:erx vi) 4 (z2) = 4
(iv) L(zy) ==z (vii) 7z (log(zy) +y +17x) =0

UBUNG 3

Man priife dass y(z) = 1/(1 — z) eine Losung der Gleichung y' = y? ist.

UBuNG 4

Man priife dass y(z) = 1 — 22 eine Losung der Gleichung yy' + x = 0 ist.

UBUNG 5
Man gebe die allgemeine Losung der Gleichung zy’ = 1 an.

UBUNG 6

Man zeige dass die Funktion y(x) = arctan(z) eine Lésung der Gleichung (z2+1)
ist.

=1
UBUNG 7
Welche der folgenden Funktionen sind Losungen der Gleichung 3" = 9y?

(i) e32, (ii) e 32, (iii) sinh(3z), (iv) cosh(3z).

Hinweis:

1 1
sinh(z) = 2(ex —e ), cosh(z) = i(em +e 7).
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UsunG 8
Man zeige dass y(x) = xe™* eine partikulire Losung der Gleichung y” + 2y’ +y =0
ist.

UBunG 9
Wir betrachten die Differentialgleichung
4%y + 122y + 3y = 0.

(i) Man zeige dass die folgenden Funktionen Losungen dieser Differentialgleichun-
gen sind (fiir z > 0):

yO(x) = $_3/27 yl(x) = x—1/2’ y2($) = —9.%'_3/2, ’yg(l') = 7:6_1/27
ya(z) = =927/ 4 72712,

(ii) In Anbetracht dieser Losungen finde man weitere Losungen.
(iii) Man bestimme die eindeutige Losung unter den Bedingungen

y(4)=1/8,  y'(4) =—-3/64.

UBunG 10
Wir betrachten die Gleichung

dy

P T +y.

(i) Man skizziere das Richtungsfeld im Bereich (z,y) € [-2,2] x [-2, 2].
(ii) Man skizziere die Losungskurve zu den Anfangsbedingungen y(0) = —2,—1,0
im betrachteten Gebiet.

(iii) Man bestimme das Langzeitverhalten von Losungen fiir z — oo in Abhéngigkeit
von Anfangsbedingungen y(0).

UBunG 11

Wir betrachten die folgende Differentialgleichung
y = sin(x).

(1) Man skizziere das Richtungsfeld im Gebiet (z,y) € [0, 27] x [-2, 2].
(ii) Man bestimme die allgemeine Losung der Gleichung.
(iii) Man bestimme die partikuldre Losung zu der Anfangsbedingung y(0) = 0 und
skizziere diese im Richtungsfeld.

UBuNG 12

Wir betrachten den freien Fall einer Masse m = 10 mit Anfangsgeschwindigkeit unter
Einfluss des turbulenten Stromungswiderstandes in der Nihe der Marsoberfliche und
interessieren uns fiir die Geschwindigkeit v(t) dieser Masse. Der Stromungswiderstand
ist proportional zu v(¢)? und der Proportionalititsfaktor sei —10 (negativ da entgegen-
gesetzt zur Geschwindigkeitsrichtung). Fiir die Beschleunigung durch Gravitation setze
man g = 4 (alle Angaben in SI-Einheiten).

29



(i) Man benutze das Newtonsche Gesetz und zeige dass die Differentialgleichung
2
I 4—v
die Geschwindigkeit v(t) beschreibt.
(ii) Man zeichne fiir diese Differentialgleichung (qualitativ) das Richtungsfeld im
Bereich (t,v) € [0,2] x [0,4].
(iii) Fiir die Anfangsbedingungen v(0) = 0, v(0) = 2 und v(0) = 4 zeichne man
qualitativ die Losungen ein und bestimme das Langzeitverhalten.

UBuNG 13

Man betrachte die Differentialgleichung
dx
) = f), #(0) =0,
wobei die Funktion f(z) durch den folgenden Graphen gegeben ist:
)

A

y = f(z)

(i) Man skizziere das Richtungsfeld fiir den Bereich (¢, z) € [0, 3] x [0, 4].
(ii) Man skizziere die drei Losungskurven zu den Anfangswerten xo = 0.2,1.2,3.8.
(iii) Man bestimme den Grenzwert lim;_, x(t) fiir die gegebenen Anfangswerte.

UBUNG 14
Man betrachte die Differentialgleichung
y =y
(1) Man zeichne (qualitativ) das Richtungsfeld.
(ii) Man zeichne Losungskurven zu den Anfangsbedingungen y(0) = 1,2,1/2,—1
ein
(iii) Man finde die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

UBuNG 15
Man finde die allgmeine Lésung der Gleichung

Z—i = (14 z%)zy>.

UBunG 16
Man versuche die Gleichung

@_3x2+y

dx T —y
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mit der Methode der Separation der Variablen zu lésen.

UBunG 17

Man 16se die folgenden Gleichungen:

(i) =%y =y (iil) y'sin(y) = —=
(i) 3 (1+2%) = oy (i) o — /5= 0
UBunG 18

Man bestimme die allgemeine und partikulére Losung der folgenden Differentialglei-
chungen:
(1) 2y +y*=0, y0)=0
(i) y' =9y -4,  y(0)=2/3
Hinweis: Fiir die Integation in y verwende man Partialbruchzerlegung.
(iii) ¥ — 3zy + 2y =0, y(0) =1

UBuNG 19

Ein kugelformiger Wassertropfen fillt durch wasserhaltige Luft (eine Wolke) und
nimmt dabei Wasser auf. Man nehme an, dass die Menge des pro Zeiteinheit aufge-
nommenen Wassers proportional ist zur Oberflache des Tropfens. Man finde und 16se die
Differentialgleichung fiir den Radius r in Abhéngigkeit der Zeit ¢.

UBunG 20
Fiir einen adiabatischen Vorgang mit einem idealen Gas (Volumen V', Druck p) gilt

dp _ _op

dv cy V'’
wobei cp und cy zwei Konstanten sind (spezifische Warmekapazitat bei konstantem
Druck und spezifische Warmekapazitét bei konstantem Volumen).

(i) Man bestimme den Druck p als Funktion des Volumens V.
(ii)) Man zeige dass pV"* = konst. fiir eine geeignete Konstante x und bestimme
diese.

UBunG 21
Wir betrachten die Differentialgleichung
xy/ =y -+

(i) Ist diese Gleichung linear? Ist diese Gleichung separierbar? Man begriinde die
Antwort.
(ii)) Man bestimme die allgemeine Losung dieser Gleichung.
(iii) Man bestimme die partikulidre Losung dieser Gleichung zur Anfangsbedingung

y(l) = 2.
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UBUNG 22

Man finde die allgemeine Lisung der folgenden Differentialgleichungen. Man gebe die
Losungen jeweils in der Form y(z) = yp(x) + yp(x) an (yp(x): Losung der homogenen
Gleichung, y,(x): Losung der inhomogenen Gleichung). (Hinweis: Die auftretenden In-
tegrale der Form [ ze®dz bestimme man mit partieller Integration: [ f¢' = fg— [ f'g)

() ¥ —y=e* (iv) ¥ +y==
i) y+(x—-1)y=0 V) 2y —(z+ 1)y —22+23=0
(iii) zy’ +y = sin(x) (vi) ¥ +2y=3

UBunG 23

Man 16se die folgenden Anfangswertprobleme.

i) v —y=e",y1)=0. (ii) 2y +y +ze” =0, y(1) = 0.

UBuUNG 24

In einem R-L-Stromkreis mit Ohmschem Widerstand R und Induktivitdt L geniigt
die Stromstédrke I(¢) der Differentialgleichung

dl
L— I =U.
dt+R U

Hier ist U = U(t) die angelegte Spannung.

(1) Man bestimme die Stromstérke I(¢) bei konstanter Spannung U(t) = konst. =
Up und 1(0) = 0.
(ii) Man bestimme die Stromstarke I(¢) bei linear mit der Zeit ansteigender Span-
nung U(t) = at (e > 0) und 1(0) = 0.
(iii) Man skizziere die Stromverldufe aus (i) und (ii) und bestimme das asymptotische
Verhalten fiir grosse Zeiten.

UBunG 25
Ein PTi-Regelkreisglied lasst sich durch die lineare Differentialgleichung
To+v=Ku

beschreiben. Hier ist v = u(t) das Eingangssignal, v = v(t) das Ausgangssignal und 7', K
sind Konstanten. Der schematische Aufbau ist untenstehend dargestellt. Man bestimme
den zeitlichen Verlauf des Ausgangssignals v(t) fiir ¢ > 0, wenn das Eingangssignal eine

sogenannte Sprungfunktion ist:
/0 t<0,
u(t) = { i t>0.
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Zu Beginn (¢t = 0) gilt v(0) = 0. Schematisch:

t t t) =1
u(t) P, v(t) 5 u(t) =i
t
UBUNG 26

Man l6se die folgenden Anfangswertprobleme:

(i) v+ 4y +5y =0, y(0) = m, y'(0) = 0.
(ii) y"” — 20y’ + 64y = 0, y(0) = 0, ¥'(0) = 2.
(iii) 44 —4& + 2 =0, 2(0) =5, £(0) = —1.

UBunG 27
Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems

y'+dy=e",  y(0)=0, ¢ (0)=0.

UBunG 28
Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems

y'+4y =17,  y(0)=0, ' (0)=2.

UBUNG 29
Man finde die allgemeine Lésung der Gleichung
y" — 4y = 37,

UBuNG 30

Die Differentialgleichung welche das System Feder-Masse-Reibung-Anregung beschreibt
lautet

Y+ 20y + wiy = Fy cos(wt).
Die allgemeine Losung davon ist
y(t) = C cos(wt + ¢),
wobei C' von w wie folgt abhéngt:
Fy
V(w2 — w2 4 4A202

Man finde den Wert von w bei welchem C(w) maximal wird und bestimme den maxi-
malen Wert von C.

Cw) =
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UBuna 31
Wir betrachten den folgenden elektrischen R-L-C-Kreis:
R L

U(t)l ——cC

1(t)
Die Spannungsabfille an den Elementen sind

Widerstand: Upg = RI, Kondensator: Ug = Spule: Up = L—.

Q dl
c’ dt
Die Spannungsquelle liefert die Spannung U (t) = Uy sin(wt).

(i) Unter Verwendung von [ = % finde man die Differentialgleichung fiir die Funk-
tion I(t), welche dieses System beschreibt.
(ii) Man finde eine Losung der inhomogenen Gleichung.
(iii) Man schreibe die Losung aus (ii) in der Form

L (t) = Iy cos(wt + ¢)

und zeige dass in diesem Ausdruck [y folgendermassen von w abhéngt:

U()w
Ih(w) = ——=; ,
V(Wg — w?)? + R2w?
wobei wy = —A—= die Eigenfrequenz des Systems ist.

VLC
(iv) Man finde den Wert von w bei welchem das Maximum von Ip(w) (Resonanz-

frequenz). Man vergleiche die Situation mit dem mechanischen System (siehe
Vorlesung).

UBunG 32
Man finde die allgemeine Losung der Gleichung
y' 42y = z2.

UBunG 33
Man finde eine Loésung von

y" — 4y — 12y = sin(22).

UBUNG 34

Man bestimme eine Lsung der folgenden inhomogenen Differentialgleichungen:
(i) y" — 4y + 3y = 10e~>7,
(i) v + 4y = 827,
(iii) ¥ —y' — 2y = 10 cos(z).
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UBunG 35

Man bestimme die allgemeine Lésung der folgenden Differentialgleichungen
(1) v+ 2y — 8y =€,
(i1) y"” — 10y" + 41y = sin(z).

UBunG 36

Wir betrachten einen elektrischen Schaltkreis bestehend aus einer Spule mit L = 1,
einem Widerstand R = 100, einem Kondensator C = 10~% und einer Spannungsquelle
mit U = 1000 (Gleichstrom). Alle Angaben in SI-Einheiten.

R L

q —c¢

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich keine Ladung auf dem Kondensator. Zur Zeit ¢t = 0
wird der Schalter geschlossen.

(i) Man bestimme I(t).

(ii) Man bestimme die Ladung welche sich nach langer Zeit auf dem Kondensa-

tor befindet, i.e. man bestimme lim;_, o, Q(t), wobei Q(t) die Ladung auf dem
Kondensator ist.

UBunG 37

Man schreibe die folgenden Differentialgleichungen als System von Differentialglei-
chungen erster Ordnung und gebe die Matrix A der dazugehdrigen Matrixschreibweise
Y’ = A% sowie den Vektor 7/ (3), resp. 3/ (0) an.

(i)
29" =5y’ +y=0, y(3)=6, y(3)=-L
(ii)
y W3y — 1Ty = -8y,  y(0)=1, J(0)=2, y"(0)=3, ¢"(0)=4.

UBuNG 38

Fiir die folgenden Gleichungssystem finde man die Losung zu den Anfangsbedingungen
y1(0) = 3, y2(0) = 2 und klassifiziere den Ursprung (yi,y2) (dies ist der Fixpunkt) als
Attraktor, Repeller oder Sattelpunkt.

(1) (i)

Y1 = 2y1 + 3y2 y1 =Ty — v
{yé = —y1 — 2y {yé = 3y1 + 3y2
(i) (iv)
y1 = —2y1 — 5y2 Y1 =y1 — 242
{yé =y1 + 4y {yé = 3y1 — 4y
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UBunG 39

A= (‘75 —31>.

Man finde die allgemeine Lisung von Y’ = AY und bestimme die moglichen Werte von
a und 3 so dass das Anfangswertproblem

7' =AY,  J0O) = (g)

eine Losung besitzt, welche sich fiir £ — co dem Ursprung annéhert.

Sei

UBUNG 40
Man l6se das Anfangswertproblem
a
V' =AY, Ylw)=|b],
c
wobei A = .
UBUNG 41
Man l6se das Anfangswertproblem
a
V' =AY, Y@)=|b],
c

wobel

h

Il
oo
o™ o
=2 OO
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3. LOSUNGEN ZU DEN UBUNGEN

LosuNG zu UBUNG 1
(i) 1, (ii) 1, (iii) 2, (iv) 1, (v) 3, (vi) 2

LOsUNG zU UBUNG 2

(i) ¥ =G(z,y) =7 (V) ¥'=Gz,y,y) =y

(ii) ¥ = G(z,y) = 2 (vi) ¥ = G(z,y) = —y* + &
(i) ¥ =G(z,y) =z —y (vii) ¥’ = G(z,y) = —(1/x+17)/(1/y+
() ' = Gla.y) =1-1 Y

LosuNG zu UBUNG 3
Durch einsetzen.

LosunG zu UBUNG 4

Durch einsetzen.

LoOsuNG zu UBUNG 5
y(x) = log(x) + C

LosuNG zu UBUNG 6
Durch einsetzen.

LosuNG zu UBUNG 7
Alle gegebenen Funktionen sind Losungen der Gleichung.

LosunG zu UBUNG 8
Die zu untersuchende Losung ist y(z) = xe~*. Wir haben somit y'(z) = (1 — z)e™?,
y"(z) = (x — 2)e~". Eingesetzt in die linke Seite der Gleichung y” + 2y’ 4+ y = 0 ergibt
V' +2 +y=(1—-a2)e " +2(x —2)e " +ze =0,
was der rechten Seite entspricht. Somit ist die Gleichung erfiillt, i.e. y(z) = xe™* ist eine
Lésung dieser Gleichung.

Losuna zu UBUNG 9

(i) Man iiberpriift durch einsetzen dass die gegebenen Funktionen Losungen sind.
(ii) Jede Funktion der Form

y(z) = Cra=>/? + Coz™1/?
mit Cp, Cy zwei Konstanten ist eine Ldsung.
(iii) Die Losung lautet

y(z) =272

LosuNG zu UBUNG 10
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(i) Wir setzen m = x +y = konst. und finden dass die Kurven konstanter Steigung
(dies sind die Isoklinen) Geraden mit Steigung —1 entsprechen. Beispielsweise
besitzt das Richtungsfeld die Steigung m = 0 auf der Geraden y = —x und
Steigung m = —1 auf der Geraden y = —z — 1.

Yy
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‘ DS Sy ,
% \ A\l 4 .
Voo \;1""\ -~ — - 7
NN N
N N

(ii) Die Losungskurven sind gepunktet eingezeichnet, die Anfangsbedingungen sind
durch die fetten Punkte gegeben.

(iii) Fiir y(0) > —1 haben wir lim,; ,o y(2) = oo und fiir y(0) < —1 haben wir
limg, 00 y(2) = —00.

LosuNG zu UBUNG 11
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(ii) Die allgemeine Losung lautet y(z) = — cos(z) + C.

(iii) Die partikuldre Losung lautet y(xz) = —cos(x) + 1. Sie ist im Richtungsfeld
gepunktet eingezeichnet.

LosuNG zu UBUNG 12

(i) Das Newtonsche Gesetz ist F' = ma, wobei a = dv/dt. Die resultierende Kraft
ist die Differenz zwischen Gewichtskraft und Strémungswiderstandskraft: F' =
mg — 10v%. Mit m = 10 ergibt sich die gesuchte Gleichung.

38



5 T R T S S R
LS Y T S W W W
B S N N N N N
ASANERN RN
2 4p~_.wwM ...........
VA A A A A A
N A A A A
/ /o /
0 / / t
1 2

(iii) Die Losungskurven sind gepunktet eingezeichnet. Die Anfangsbedingungen sind
durch die fetten Punkte gegeben. Unabhéngig von der Anfangsbedingung ergibt
sich fiir grosse Zeiten (limy_, ) die Geschwindigkeit v = 2.

LosuNG zu UBUNG 13

(ii) Gepunktet eingezeichnet.

(iii) Fiir zp = 0.2 gilt limy_00 () = 1, fiir

xo = 1.2,3.8 gilt limy_, o x(t) = 3.

LosunGg zu UBunG 14
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(ii) Die Losungskurven sind gepunktet eingezeichnet.
(iii) Die allgemeine Losung lautet y(z) = Ce”.

LosuNG zu UBuUNG 15

—4

= — R.
202 + 24 4+ C’ ¢e

y(x)

LosuNG zu UBUNG 16

Diese Gleichung lésst sich nicht mit der Methode der Separation der Variablen 16sen
(die Variablen lassen sich nicht separieren).

LosuNG zu UBUNG 17

LosuNG zu UBUNG 18

(i) Allgemeine Losung: y(v) = &—, Anfangsbedingungen werden von allen L&-
sungen erfiillt.

(ii) Allgemeine Losung: y(z) = %% Partikuéire Losung: y(z) = 2.
(i) Allgemeine Losung: y(z) = Ce37° /2722 Partikusire Losung: y(z) = e3%°/2-27,

LOSUNG zu UBUNG 19
Fiir die Oberfliche und das Volumen einer Kugel gelten

4
O = 4nr?, V= 371'7“3.
Aus der Beschreibung des Vorgangs haben wir
av
=k
dt ©,

wobei k eine Konstante ist. Wegen
av. d (4 4 odr
2= — 422l
at  dt <3W> Tt
gilt

d
47rr2d—z = kdnr?.

Dies vereinfacht sich zu
dr_
dt
Dies ist die gesuchte Differentialgleichung. Thre Losung lautet
r(t) = kt 4+ r(0).

k.
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LosuNG zu UBUNG 20

Separation und Integration liefert

c
log(p) = —i log(V) + C.

Somit folgt

p(V)=cCv=erley

und daraus

pVCP/CV =C.

Wir haben k = ¢,/cy.

(1)

(i)

—~~
—. T~

= T~
o — —

—~

==

e e N e N S

B

LOsuNG zu UBUNG 21

Die Gleichung ist linear:
y =241,
x

ie p(x) = %, q(x) = 1. Die Gleichung ist nicht separierbar, die Variablen lassen
sich nicht trennen.
Die dazugehorige homogene Gleichung lautet

y ==
X

Separation der Variablen liefert

/dy _ [ = yn(z) = Cu.
Yy x

Variation der Konstanten ergibt den Ansatz y,(xz) = ¢(z)z. Einsetzen in der
inhomogenen Gleichung ergibt
1
Pz +e@) =p@)+1 = $a)=—

Daraus folgt ¢(x) = log(xz) + C. Die Konstante setzen wir gleich Null (wir
benétigen nur eine partikuldre Losung) und haben somit

yp(x) = xlog(z).
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet
y(x) = yp(x) + yp(x) = Cz + xlog(x).

Einsetzen der Anfangsbedingung y(1) = 2 in die allgemeine Losung ergibt C' =
2. Somit lautet die partikuldre Losung zur Anfangsbedingung y(1) = 2

y(x) = 2z + zlog(z).

LOsuNG zu UBUNG 22

yn(z) = Ce®, yp(z) = e**. Somit y(z) = Ce® + 2.

yn(z) = Ce‘/”_é, yp(x) = 0 (die Gleichung ist homogen).
yp(z) = %, yp(x) = —%. Somit y(z) = CiCTOS(‘T)

yp(z) = Ce™, yp(r) = — 1. Somit y(z) = Ce ™ + o — 1.
yn(x) = Cxe®, yy(z) = 22. Somit y(z) = Cze® + 2°.
yn(z) = Ce™22, y,(z) = 3. Somit y(z) = Ce 2" + 3.
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LosuNG zu UBUNG 23

Losuna zu UBUNG 24
Die Gleichung ist erster Ordnung und inhomogen. Losung der homogenen Gleichung:
In(t) = Ce 11,
(1) Variation der Konstanten liefert I;(t) = %. Somit ist die allgemeine Losung

I(t) = In(t) + Li(t) = Ce It + %. Die Anfangsbedingung I(0) = 0 ergibt die
partikuldre Losung

U
1(t) = = (1 - e*%t) .
(ii) Variation der Konstanten liefert I;(¢) = —“R—% + %t. Somit ist die allgemeine

Losung I(t) = Ip(t) + Li(t) = Ce 1! — % + %t und die Anfangsbedingung
I(0) = 0 ergibt die partikuldre Losung

I(t) = %LQ (e*%t - 1) + %t.

(iii)

---L(t) = -9 + 4t

Das asymptotische Verhalten ist bei (i) I;(t) = % und bei (i) L;(t) = —% +
#t, entsprechend der Losung der inhomogenen Gleichung I;(t), welche fiir das

Verhalten fiir grosse Zeiten massgebend ist.

LosuNG zu UBUNG 25

Es handelt sich um eine inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung. Die Lo6-
sung der homogenen Gleichung ist vy (t) = Ce~T. Das Eingangssignal der Sprungfunk-

tion entspricht u(t) = @ fiir den uns interessierenden Zeitbereich ¢ > 0. Variation der
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Konstanten ergibt die Losung der inhomogenen Gleichung v;(t) = K. Somit ist die
allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

v(t) = Ce T + Ki.

Die Anfangsbedingung v(0) = 0 ergibt die partikulére Losung
t
v(t) = K (1 - e—?) ,

welche das Ausgangssignal fiir ¢ > 0 beschreibt.

LosuNG zu UBUNG 26

(i) A+ = —24j. Allgemeine Losung: y(z) = e~ 2*(Cy cos(z)+Cy sin(z)), partikulire
Lésung: y,(z) = me=2%(cos(z) + 2sin(x)).
(ii) Ax = 10 & 6. Allgemeine Losung: y(x) = C1e’® + Cqe'0%, partikulire Losung:
_ 1 49: 16z
yp(r) = g(—e +e 7). 1
(il)) Ay = 1. Allgememe Losung: z(t) = (Cy + Cat)e2’, partikulére Losung: z,(t) =
(5 - FH)ett

LosuNG zu UBUNG 27

Die dazugehorige homogene Gleichung ist ¢’ +4y = 0. Das charakteristische Polynom
dazu ist A2 +4 = 0 mit Losungen Ay = £2j. Somit lautet die allgemeine Lésung der
homogenen Gleichung

yn(z) = C cos(2z) + Cysin(2z).
Ansatz fiir eine Losung der inhomogenen Gleichung:
yi(z) = Ae™3®
1

Einsetzen ergibt A = 13, i.e. wir haben die Losung y;(z) = {5¢73" der inhomogenen
Gleichung gefunden. Die allgemeine Losung lautet somit

y(x) = yp(x) + yi(z) = C1 cos(2z) + Co sin(2x) + ! e 3T,

13
Einsetzen der Anfangsbedingungen ergibt C; = 13, Cy = 26, i.e. die partikulére Losung
zu den gegebenen Anfangsbedingungen lautet
1 3
yp(z) = T cos(2z) + % sin(2x) + Ee_?’x.

LOsSUNG zU UBUNG 28
Wir haben
yn(z) = Cy cos(2z) + Cy sin(2z).
Ansatz fiir eine Losung der inhomogenen Gleichung: y;(x) = A. Einsetzen ergibt A = %,
ie. yi(z) = 1?7. Zusammen mit den Anfangsbedingungen folgt

1 1
Yp(z) = —Z7 cos(2x) + sin(2z) + Z7
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LosuNG zu UBUNG 29

Charakteristisches Polynom ist A> — 4 = 0 mit Lésung A = 42. Somit haben wir
yn(z) = C1e** + Coe™2®. Ansatz fiir eine Losung der inhomogenen Gleichung: y;(z) =
Ae?®. Beim Einsetzen verschwindet die linke Seite der Differentialgleichung jedoch, i.e.

dieser Ansatz ist eine Losung der homogenen Gleichung. Neuer Ansatz (Multiplikation
mit z): y;(z) = Aze®®. Einsetzen ergibt A = 2, i.e. y;(z) = 32e?* und somit ist

3
y(z) = Cre** + Coe " + 13@62“”

die allgemeine Lésung der Differentialgleichung.

LOsuNG zu UBUNG 30
Wir betrachten die Funktion

f(z) = (wf — 2)* + 4242,

deren Quadratwurzel (mit 2 = w?) im Nenner von C(w) auftritt. C(w) wird maximal an
der Stelle an welcher f(z) minimal ist.

af _
dz
Diesen Ausdruck Null gesetzt ergibt

z=wi — 272, Le.  w=/w}—2A2

Im folgenden verwenden wir fiir diesen Wert von w die Bezeichung wg = /wj — 2A2
(Index R fiir Resonanzfrequenz). Wir haben

flwr) = 48%(wj — A?)

—2(wg — 2) +4A2,

und somit ist der maximale von C(w)
Fy
C(wp) = —F——.
() 20 /wE — A2
LosunG zu UBung 31
(1) Die Summe der Spannungen in der Masche muss verschwinden, somit haben wir
Urp+Uc+Up :U(t),
le.
Q dI

RI + Vol + La = Uy sin(wt).

Ableiten nach der Zeit ergibt die folgende lineare, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung

1
LI"+ RI' + 5[ = Upw cos(wt).
(ii) Ansatz fiir eine Losung der inhomogenen Gleichung:
I;(t) = Acos(wt) + Bsin(wt).
Ableiten ergibt

I/(t) = — Awsin(wt) + Bw cos(wt), I'(t) = —Aw? cos(wt) — Bw? sin(wt).
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Einsetzen in der Differentialgleichung und ordnen der linken Seite nach Sinus-
und Kosinustermen ergibt

1 1
((C’ — sz) A+ wRB) cos(wt) + ((C — Lw2) B — wRA) sin(wt) = Upw cos(wt).
Koeffizientenvergleich ergibt

1
<C’ — LwQ) A+ wRB = Uyw,

C

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Konstanten A, B.
Auflésen ergibt

<1 — Lw2) B —wRA =0.

Uo (5o —wl) B UoR
(& —wL)?+ R (L —wL)’ + R?
Damit haben wir eine Losung der inhomogenen Gleichung gefunden:
I;(t) = Acos(wt) + Bsin(wt),

wobei die Konstanten A und B durch die obigen Ausdriicke gegeben sind.
(iii) Fiir Acos(wt) + Bsin(wt) = Iycos(wt + ¢) muss gelten Iy = v A2 + B? (aus
Additionstheoremen). Mit den obigen Ausdriicken fiir A und B folgt

I[)(w) _ Uo _ Uow

N(ER R

(iv) Das Maximum liegt bei w = wy, i.e. die Resonanzfrequenz liegt bei der Eigen-
frequenz wy des Systems. Dies ist anders als beim mechanischen System, bei
welchem die Resonanzfrequenz bei w = \/wi — 2A? liegt (wobei A = §/m und
wir mit § den Reibungskoeffizienten und mit m die Masse bezeichnen).

LosuNG zu UBUNG 32

2 =1

y(z) = Cy cos(v2zx) + Cy sin(vV2z) + 5

Losuna zu UBUNG 33

1 1 .
yi(x) = 0 cos(2x) — %0 sin(2z).

LosuNG zu UBUNG 34

() o) = 22,
(i) y(z) =227 — 1,
(iii) y(x) = —3cos(z) — sin(x).

LosuNGg zu UBUNG 35
(i) y(x) = Cre*® + Coe™* + %63”,

(i) y(z) = >(C cos(4z) 4+ Casin(4x)) + 145(cos(z) + 4sin(z)).
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Losuna zu UBUNG 36

Die Summe der Spannungen in der Masche muss verschwinden, somit haben wir
1
LI' + RI + 6Q:U.
Ableiten liefert
1
LI" + RI'+ =1=0.
+ + c

Die Anfangsbedingungen lauten 1(0) = 0, I’(0) = % Die Losung dieses Anfangswert-
problems ist

I(t) = \2/%650t sin(50V/3t).

Wegen lim; o I(t) = 0 und limy_,oo I'(t) = 0 folgt aus der ersten Gleichung die Bezie-
hung limy—o Q(t) = CU = 5.

LosuNG zu UBUNG 37

21T 5
(ii)
/o
yj_w 0 1 0 0 1
Yo =ys 0 0 1 0 2
vh = s A=y o o 1| YO=|;
8 17 -3 0 4

Yy = —8y1 + 17ys — 3y3

LOsuNG zu UBUNG 38
(i) 7(30) = % <_11> e "+ % (_31> e”, Sattelpunkt.
(i) Y(zr) =13 <_11) e+ 2 <_51> e~ ", Sattelpunkt.

1 4x 7 1 6x
<3> e’ + 5 <1> €’*, Repeller.

(iv) ¥ (z) = — <§) e 45 G) e~*, Attraktor.

Losuna zu UBUNG 39

Die allgemeine Losung lautet

(@) = (_17> 2 4 Cy <_11> e,

Die partikuldre Lésung wird sich fiir £ — oo dem Ursprung anndhern, falls C; = 0. Dies
wird erreicht durch a = —p.
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LoOosuNG zu UBUNG 40

Losuna zu UBunG 41
aea(z—:{:g)
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