ANALYSIS 2
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LISIBACH ANDRE

1. INTEGRALRECHNUNG

1.1. Motivation. Abschnitt 1.1.1 motiviert den Begriff der Stammfunktion, Abschnitt
1.1.2 motiviert den Begriff des bestimmten Integrals.

1.1.1. Physikalische Motivation: Kinematik. Sei f(t) die Position eines Korpers zur Zeit
t. Im Abschnitt zur Differentialrechnung haben wir gesehen dass die Geschwindigkeit
v(t) gegeben ist durch'

daf
t) = —(t
o(t) = (1)
und die Beschleunigung gegeben ist durch
_dv d>f

a(t) = E(t) = W(t)'

Bei gegebener Position f(t) erlauben es die obigen Gleichungen somit die Geschwindig-
keit und die Beschleunigung des Kérpers zu berechnen.

Ein natiirliches Problem ist die Umkehrung dieser Berechnungen, i.e. die Berechnung
der Position aus gegebener Geschwindigkeit oder die Berechnung der Geschwindigkeit
aus gegebener Beschleunigung. Diese Berechnungen finden ihre Anwendung in der Pra-
xis, da in vielen Situationen eine bekannte Kraft F(¢) auf einen Korper einwirkt (zum
Beispiel die Gravitationskraft). Mit dieser bekannten Kraft ist die Beschleunigung durch
das Newtonsche Bewegungsgesetz (F' = ma) gegeben:

(hier ist m die Masse des betrachteten Korpers) und durch Umkehrung der Ableitung
lasst sich die Geschwindigkeit v(t) und die Position f(t) berechnen. Die Umkehrung der
Ableitung ist das Bestimmen einer Stammfunktion.

Die Kinematik ist bei weitem nicht das einzige Anwendungsgebiet der Integralrech-
nung. Die meisten physikalischen Gesetze sind gegeben durch Differentialgleichungen,
i.e. in diesen Gleichungen treten die Ableitungen der gesuchten Funktionen auf. Die
Umkehrung der Ableitung ist somit zentral zur Berechnung der Losungen dieser Glei-
chungen.

1.1.2. Geometrischer Zusammenhang. Wir stellen einen Zusammenhang her zwischen
der obigen kinematischen Motivation und einem geometrischen Problem. Wir betrachten
einen Korper der sich in einer Dimension mit konstanter Geschwindigkeit v(t) = vy =
konst. bewegt. Der zuriickgelegte Weg zwischen der Zeit ¢t = a und ¢t = b ist gegeben
durch

Zuriickgelegter Weg = Geschwindigkeit - Zeitdifferenz

IDjes ist die Definition der Geschwindigkeit im Falle einer Bewegung in einer Dimension. In mehreren
Dimensionen ist die Position beschrieben durch 7 (¢) und die Geschwindigkeit definiert durch ' (t) =

a7 (1)
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=vp(b— a).

Betrachten wir den Graphen der Funktion y = v(t) = vy dann entspricht der zuriick-
gelegte Weg der Fliache zwischen der ¢-Achse und dem Graphen der Funktion y = vy,
horizontal begrenzt durch a <t < b:

Y

A

Nun betrachten wir eine Situation in welcher die Geschwindigkeit v(t) des Korpers
nicht konstant ist. Die obige einfache Formel zur Berechnung des zuriickgelegten Weges
zwischen den Zeitpunkten ¢ = a und t = b ist nicht mehr direkt anwendbar. Die folgende
Idee fiihrt zu einer approximativen Berechnung des zuriickgelegten Weges: Man unterteilt
den betrachteten Zeitabschnitt [a, b] in Teilabschnitte und nimmt in jedem Teilabschnitt
die Geschwindigkeit als konstant an. In jedem Teilabschnitt ist die obige Formel zur
Berechnung des zuriickgelegten Weges anwendbar.

Geometrisch betrachtet entspricht diese Approximation des zuriickgelegten Weges der
Fliche zusammengesetzt aus Rechtecken, deren Grundseite auf der t-Achse liegt und
deren Hohe durch den als konstant gewdhlten Wert der Geschwindigkeit im jeweiligen
Intervall gegeben ist:

Y
A
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a b
(In dieser Grafik wurde das Intervall [a, b] in fiinf Teilintervalle [t;—1,¢;] mit ¢ =1,...,5

unterteilt und der konstante Funktionswert in den Intervallen wurde durch die Auswer-
tung der Funktion v(t) jeweils in der Mitte der Teilintervalle bestimmt).

Je grisser man die Anzahl Teilintervalle wihlt, desto besser wird die Approximation
des zuriickgelegten Weges.




Die Approximation nihert sich der Fliche unter dem Graphen von y = wv(t), somit
entspricht der zuriickgelegte Weg also dieser Fliche?. Die Berechnung der Fliche unter
dem Graphen einer Funktion ist die Berechnung des bestimmten Integrals®.

Wir haben bis zu diesem Punkt die beiden Begriffe Stammfunktion und bestimmtes
Integral motiviert. Das Auffinden einer Stammfunktion entspricht der Umkehrung der
Ableitung und die Berechnung des bestimmten Integrals entspricht der Berechnung der
Flache unter der Kurve des Graphen der Funktion. Wir haben aber gesehen dass in
der physikalischen Anwendung der Kinematik beides der Berechnung des Weges (oder
Position, was in den obigen Beispielen das gleiche ist) aus einer gegebenen Geschwin-
digkeit entspricht. Somit ist klar dass die Stammfunktion und das bestimmte Integral
eng miteinander verkniipft sind. Diese Verkniipfung wird durch den Fundamentalsatz
der Differential- und Integralrechnung hergestellt.

1.2. Stammfunktion.

1.2.1. Definition. F(x) ist eine Stammfunktion von f(z), falls gilt

dF
@) = f@).

Notation: Wir verwenden wenn immer moglich Kleinbuchstaben fiir Funktionen und
Grossbuchstaben fiir dazugehorige Stammfunktionen.

Beispiele:
(i) Die Funktion f(z) = x besitzt die Stammfunktion F(x) = %, da 4(z) =2 =
x

(ii) Die Funktion h(t) = cos(t) besitzt die Stammfunktion H(t) = sin(t).
(iii) Die Funktion m(n) = €™ besitzt die Stammfunktion M (n) = e".

Aus der Definition der Stammfunktion als Umkehrung der Ableitung ergeben sich die
beiden folgenden Eigenschaften:

Seien F(z), G(x) Stammfunktionen von f(z), g(x). Dann gilt

(i) F(x)+ G(z) ist eine Stammfunktion von f(x)+ g(x),

(ii) AF(x) ist eine Stammfunktion von Af(x), wobei A € R eine Konstante ist.
Beispielsweise besitzt die Funktion f(z) = 823 — 322+ 42 — 1 die Stammfunktion F(z) =
224 — 23 + 222 — z.

Wir sehen dass zu einer gegebenen Funktion f(x) die Stammfunktion nicht eindeutig
bestimmt ist. Beispielsweise sind die beiden Funktionen Fj(x) = sin(z) + 1 und Fy(z) =
sin(z) beides Stammfunktionen von f(z) = cos(z). I.e. Stammfunktionen sind nur bis
auf eine additive Konstante bestimmt. Falls also F'(z) eine Stammfunktion von f(z) ist,
so ist F(z) + C mit C € R auch eine Stammfunktion von f(z). Beispielsweise ist die
Menge aller Stammfunktionen von f(z) = 22 gegeben durch F(z) = “—; + C mit C € R.
Bemerkungen:

(i) Wir verwenden die Notation F(x) = ... und schreiben auf der rechten Seite
die Menge aller Stammfunktionen. Wir werden nach der Behandlung des be-
stimmten Integrals fiir die Menge der Stammfunktionen eine bessere Notation
einfiihren.

2Wir weisen darauf hin dass im Allgemeinen der zuriickgelegte Weg und die Position eines Korpers
nicht iibereinstimmen. Dies sieht man am Beispiel eines Oszillators, dessen Position am Anfang und am
Ende einer Schwingungsperiode gleich sind (zum Beispiel der Nulllage entsprechen), welcher aber durch
die Schwingungsbewegung wihrend der Periode einen Weg zuriickgelegt hat.
3Dies ist nur korrekt wenn man Flichen unterhalb der ¢-Achse mit negativem Vorzeichen gewichtet
(siehe spéter).
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(ii) In Anwendungen wird die Konstante C' (meistens) durch zusétzliche Bedingun-
gen fixiert.

1.2.2. Anwendung Kinematik. Wir illustrieren an einem Beispiel. Ein Kérper wird zur
Zeit t = 0 aus einer Hohe zg = 10 mit Anfangsgeschwindigkeit vg = —2 geworfen (wir
lassen die Einheiten weg). Gesucht ist die Hohe des Korpers in Abhéngigkeit der Zeit:
z(t) und der Zeitpunkt ¢* des Aufpralls des Korpers auf der Oberflache z = 0.

Wir nehmen an dass die Beschleunigung gegeben ist durch a(t) = —10 (Erdbeschleu-
nigung in der Ndhe der Erdoberfliche). Die Beschleunigung a(t) ist die Ableitung der
Geschwindigkeit v(t). Somit ist die Geschwindigkeit v(¢) gegeben durch eine Stamm-
funktion von a(t). Aus a(t) = —10 folgt also v(t) = —10t + C; mit C; € R. Aus der
Information v(0) = vg = —2 folgt C1 = —2 und somit

v(t) = —10t — 2.

Die Geschwindigkeit v(¢) ist die Ableitung der Position z(¢). Somit ist die Position z(t)
gegeben durch eine Stammfunktion von v(t), i.e. z(t) = —5t2 — 2t + Cy mit Cy € R. Aus
der Information z(0) = zp = 10 folgt

2(t) = —5t2 — 2t 4 10.
Aus dieser Gleichung kann der Zeitpunkt des Aufpralls des Korpers auf der Oberfléche

z = 0 bestimmt werden. Aus z(t*) = 0 und ¢* > 0 folgt t* = 1(v/51 — 1).

1.3. Bestimmtes Integral. Sei f(z) eine Funktion so dass f(x) > 0, definiert auf
einem Intervall [a, b]. Wir betrachten die Fldche zwischen der 2-Achse und dem Graphen
y = f(z), horizontal begrenzt durch a < z <b.

<
|
~
—
&

> T

Um eine Approximation fiir diese Fldche zu erhalten unterteilen wir das Intervall [a, b]
in fiinf gleichlange Teilintervalle [¢t;—1,¢;], ¢ = 1,2,...,5. Nun wihlen wir & € [t;_1,t;]
fir i = 1,2,...,5. Die Funktion f(z) approximieren wir nun durch

flz)=f(&) fir =€ [mi_1,x).

Die Funktion f hat die Form einer Treppenfunktion, welche auf den Teilintervallen jeweils
konstant ist. Diese Approximation der Funktion f(z) liefert nun eine Approximation des
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Flacheninhaltes als Summe von Rechtecksflichen unter der Treppenfunktion.

Y

y = f(z)
b—a !
5 | |
7€) | |
mo 51 Z1 52 x2 53 x3 54 T4 55 7‘5 a
a b

Die Breite der Rechtecke ist b_Ta und der Flacheninhalt des ersten Rechteckes ist gleich
b_T“ f(&1). Die Flache unter der Treppenfunktion ist somit

b—a

5
b—a >

=—D_f&)
=1

Fliche; = - (f(é1) + f(&) + ... + (&)

Fiihrt man die Approximation mit n Unterteilungen durch so erhélt man fiir die Appro-
zimation der Fldiche

b —a n
i=1
S, wird als Riemannsche Summe der Ordnung n bezeichnet.
Bemerkungen:

(i) Die Riemannsche Summe ist auch fiir f < 0 definiert, jedoch ergeben sich nega-
tive Anteile. Somit liefert die Riemannsche Summe einen vorzeichenbehafteten
Flacheninhalt, i.e. Flicheninhalte zwischen dem Graphen einer Funktion und
der z-Achse, wobei der Graph der Funktion unterhalb der z-Achse verlduft,
besitzen negatives Vorzeichen.

(ii) Die Riemannsche Summe héingt von der Wahl der &’s ab. Der nachfolgend be-
trachtete Grenziibergang zeigt jedoch dass diese Abhéngigkeit verlorengeht (sie-
he unten).

Wir betrachten als Beispiel die Funktion f(z) = 22 und berechnen die Riemann-
sche Summe Sy. Fiir die Wahl der ¢’s wihlen wir z-Werte die jeweils in der Mitte der
Teilintervalle liegen, i.e. wir wéihlen

1 3 5

7
51_17 52_17 53_17 54_1
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Die Riemannsche Summe ist

s LY LY oY L (7Y
179 \4 4 4 4
C114+9+25+49 84
2 16 - 327

Es gibt viele Moglichkeiten die £&-Werte in den Teilintervallen zu wéhlen. Zwei spezielle
Moéglichkeiten sind die folgenden:

(i) So dass die Riemannsche Summe maximal wird, i.e. man wahlt die &-Werte
so dass f(&) dem Maximum von f(z) im Intervall [x;_1,z;] entspricht. Die
erhaltenen Summe bezeichnet man als Obersumme, sie wird mit S,, notiert.

(ii) So dass die Riemannsche Summe minimal wird, i.e. man wahlt die {-Werte
so dass f(&) dem Minimum von f(z) im Intervall [z;_1,x;] entspricht. Die
erhaltenen Summe bezeichnet man als Untersumme, sie wird mit S, notiert.

Fiir eine allgemeine Wahl der £&-Werte welche zur Riemmanschen Summe S, fiihrt gilt

Im Falle einer monoton wachsenden Funktion ergibt sich das folgende Bild fiir die drei
Summen:

Sy Sn Sy

=T

=T
1
1
1
1
1

a b a b a b

Es gilt auch die folgende Ungleichung
S,, < Fliche unter dem Graphen < Sh,
illustriert durch:

S

=N

Ul
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Wir illustrieren nun den Effekt der Anzahl Teilintervalle anhand der Funktion f(z) =
22 auf dem Intervall [0, 1], indem wir die Riemannschen Ober- und Untersummen zweiter
und vierter Ordnung berechnen. Fiir S betrachten wir zwei Teilintervalle. Wir haben

1, (1N 1 o L1\ L) 5
S2_2<0+<2>>_8’ 52—2<<2>“ =%

Fir Sy betrachten wir vier Teilintervalle. Wir haben

I RIOROROYE
HONORORDE

_ 1 — 1
SQ—§2:§7 S4_§4:Z-

Wir sehen dass

Eine Unterteilung in n Teilintervalle ergibt

Diese Differenzen zwischen Ober- und Untersummen sind geometrisch verstédndlich, da
die Obersumme, bis auf das letzte Rechteck, aus den selben Rechtecken besteht wie die
Untersumme, einfach um b_T“ verschoben. Das letzte Rechteck hat Fliche %, dies ist
somit die Differenz der beiden Riemannschen Summen.

2

Y y=12
] 5,
B S,

> T

0 1
Somit haben wir
. — . 1
A, (Sn = ) = Jim o =0

Aus der Ungleichung S, < S,, < S, folgt nun

lim S, = lim S, = lim Sh.
n—oo n—oo n—oo

Der Grenzwert lim,, oo S, existiert also, ist eindeutig und unabhingig von der Wahl der
¢’s. Dieser, an der Funktion f(z) = 22 auf dem Intervall [0, 1], gezeigte Grenziibergang
ist allgemein ausfiihrbar und wird als Definition des bestimmten Integrals verwendet.
Le. das bestimmle Integral einer Funktion f(z) auf dem Intervall [a, b] ist definiert durch

b
/ f(z)dz = lim S,.
a n—oo

Hierbei ist | das Integralsymbol, seine Form soll an ein S fiir Summe erinnern. a, b
nennt man Integrationsgrenzen. Der Ausdruck dzx ist das Integrationsmass oder kurz
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Mass und seine Bedeutung ist die infinitesimale Version der Linge der Teilintervalle in
der Riemannschen Summe b_Ta.

1.3.1. Geometrische Interpretation des bestimmten Integrals. Wir haben die Behand-
lung des bestimmten Integrals anhand einer Funktion f(x) > 0 durchgefiihrt. Falls nun
f(z) < 0 in einem Bereich des betrachteten Intervalls gilt, so macht der Ausdruck der
Riemannschen Summe

n

S0 =203 (e
=1

immer noch Sinn, liefert jedoch negative Anteile. Die Interpretation des bestimmten
Integrals als Flache zwischen dem Graphen von f(x) und der z-Achse muss also wie
folgt angepasst werden: Das bestimmte Integral

/ab f(x)dx

entspricht der vorzeichenbehafteten Fliche zwischen der z-Achse und dem Graphen von
f(x), i.e. es entspricht der Flache zwischen der x-Achse und dem Graphen von f(z),
wobei jedoch die Anteile der Fldchen unterhalb der x-Achse negativ gezdhlt werden:

Y

Durch diese Interpretation des bestimmten Integrals als vorzeichenbehafteten Fla-
cheninhalt kann man gewisse Integrale aus bekannten Fliachen berechnen. Als Beispiel
berechnen wir das Integral

4
/ (x — 2)dx.
1

Die Flidchen zwischen dem Graphen der Funktion y = f(z) = x — 2 und der z-Achse,
mit zugehorigem Vorzeichen sind:

Y y = f(x)

Somit ist das Integral gegeben durch die Differenz von zwei Dreiecksflachen:

4 1
/(x—2)dm:—+2:.
1



1.3.2. FEigenschaften des bestimmten Integrals. Das bestimmte Integral erfiillt die fol-
genden Eigenschaften:

(i) Summenregel:

/ab(f(x) + g(x))dx = /abf(:c)d:r + /abg(x)d:z.

(ii) Faktorregel:

/ab Cf(z)dr = C/abf(az)d:c,

wobei C' eine Konstante ist*.

(iii) Vertauschungsregel:
b a
/ f(@)da = — / Fa)da.
a b

/aa f(x)dx = 0.

(iv) Intervalllinge Null:

(v) Zerlegungsregel:

b c b
/ f(z)dx = / f(:z:)das—}—/ f(x)dzx,
fira<c<hb.

Die Regeln (i), (ii), (iv) und (v) kénnen direkt auf dem Niveau der Riemannschen Sum-
men verstanden werden. Die Regel (iii) ist als Definition anzusehn. Diese Definition

macht Sinn, da dz die infinitesimale Version der Breite b;—“ darstellt und sich bei einer
a=b _
n

Vertauschung der Intervallgrenzen die Breite —bfTa ergibt.

1.4. Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung. Wir betrachten
die Funktion F'(t) gegeben durch

F = [ sy

i.e. wir betrachten ein bestimmtes Integral aber sehen die obere Integralgrenze als Va-
riable ¢:

y y = f(x)

F(t)

-
a t

Nun stellen wir die Frage nach der Bedeutung der Ableitung der Funktion F'(t). Die
Ableitung ist gegeben durch

dF . F(t+h)—F(t)

_ t = 1 .

ar V= i h

“Die Eigenschaften (i) und (i) sind die Eigenschaften fiir Linearitiit, die Bildung des bestimmten
Integrals ist also eine lineare Operation. Man beachte dass diese Eigenschaften auch beim Differentieren,
i.e. bei der Bildung der Ableitung erfiillt sind und somit das Differentieren auch eine lineare Operation
ist: L(f+g)=L+% Lcf=CcL.
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Der Ziahler im Bruch auf der linken Seite ist

t+h t
F(t+h)F(t):/ f(:z:)da:/ f(z)dx
t+h

= f(z)dz.

t

Dies ist die Flache zwischen der z-Achse und dem Graphen von f(x), begrentzt durch
t<z<t+h

y=f(z)
Y
t+h
[] Ft+h)—F(t)= / f(x)dz
t
a t T -
t+h
Le. die Ableitung von F'(t) ist
AE ) _ i S @)
dt h—0 h ’

Sei nun M}, das Maximum von f(z) im Intervall [¢,¢ + h] und m; das Minimum von
f(z) im Intervall [t,t 4+ h]. Dann gilt
t+h
my, - h < f(z)dz < My, - h.
t
Hier steht auf der rechten und linken Seite jeweils ein Flicheninhalt einer Rechtecksfla-
che, i.e. das Integral [, fHh f(x)dx befindet sich zwischen zwei Rechtecksflachen. Wenn

¢
wir durch h dividieren ist dies die Ungleichung

- ftt-l-h f(SL')dZL‘
mp, < -
Hier steht in der Mitte der gesuchte Bruch der in der Ableitung von F'(t) auftaucht.
Wenn wir das Intervall [¢,t + h| verkleinern, i.e. wir verkleinern h, dann wird der Unter-
schied zwischen dem Maximum M} und dem Minimum my, der Funktion f(z) in diesem
Intervall kleiner. Hier setzen wir voraus dass die Funktion f(x) stetig ist (also keine
Sprungstelle aufweist). Es gilt

< My,

li = f(t) = im M
Lim my, f(t) Lim My,

i.e. die linke und rechte Seite der obigen Ungleichung strebt nach f(¢) fiir A — 0. Somit
strebt auch der Bruch in der Mitte der obigen Ungleichung nach f(¢) und wir finden

dF
— ()=t
(1) = S(0),
i.e. F(t) ist eine Stammfunktion von f(x).
Wir betrachten nun das bestimmte Integral mit Integralgrenzen a und b und benutzen

die Funktion F(t). Wir haben

b
| f@ds = oo
— F(b) - Fla),
10



wobei wir fiir die zweite Zeile benutzt haben dass F(a) = [ f(x)dz = 0 ist. Wir wissen
nun dass F'(f) eine Stammfunktion von f(¢) ist. Sei nun G(¢) eine beliebige Stamm-
funktion von f(¢). Diese Stammfunktion kann sich von F(¢) nur durch eine additive
Konstante unterscheiden, i.e. es muss gelten

Git)y=F(@t)+C
fiir eine Konstante C. Somit gilt
/ ' fe)de = P~
’ =G(b) —
= G(b) —
Wir haben also das folgende Resultat:

b
/ f(z)dz = G(b) — G(a),

wobei G(t) eine beliebige Stammfunktion von f(z) ist. Fiir eine solche Differenz G(b) —
G(a) verwenden wir die Notation

!

(a)
—(G(a) = C)
(a).

Q Q

b
G(z)

a

= G(b) — G(a).

Dieses Resultat fiihrt nun zu einer einfachen Berechnung eines bestimmten Integrals
einer Funktion f(z) durch eine Differenz einer Stammfunktion F(z).

Wir berechnen beispielsweise das Integral fol 2?dz mit dieser Methode (wir haben die-
ses Integral schon mit Hilfe der Definition, i.e. mit Riemannschen Summen, berechnet).
Die zu integrierende Funktion ist f(z) = 22. Eine Stammfunktion davon ist F(z) = £a3
(wir wihlen diese spezielle Stammfunktion aus, jede andere Stammfunktion funktioniert
auch, diese ergibt jedoch am wenigsten Aufwand da die Konstante C' = 0 ist). Somit ist

das Integral gegeben durch
1 1
/ 9:2dx21$3‘ :113—103:}.
0 3 lo 3 3 3

Weitere Beispiele sind:

1 1
dr =e%| =e' —e' =e—1.
0 0

(i)
4 4
/ 62 dy = xﬁ‘Q — 45 _ 26 — 4032.
2

Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung, sauber ausformuliert,
lautet: Sei f(x) eine stetige Funktion, definiert auf dem intervall [a, b]. Dann gilt

(i) Die Funktion

F(t) = / f(z)dz,
11



mit a <t < b ist differenzierbar und die Ableitung von F'(t) ist gegeben durch

dF
() = f(t
1) = st0),
i.e. F(x) ist eine Stammfunktion von f(x).
(ii) Falls F(z) eine beliebige Stammfunktion von f(x) ist, dann gilt

b b
/ f(z)dx = F(z)| = F(b) — F(a).

a

Als lustration der besprochenen Methoden und deren direkten Vergleich zur Berech-
nung eines Integrals bestimmen wir
3
/ (—z +2)dx
1

mit
(i) geoemtrischen Methoden (i.e. aus bekannten Flidcheninhalten),
(ii) dem Fundamentalsatz,
(iii) der Definition des bestimmten Integrals unter Benutzung von Obersummen un-
ter Verwendung von

Zn:i_n(n+l)
2
=1

Die Resultate lauten:

(i) Es handelt sich um eine Differenz von zwei Dreiecksflichen mit gleichem F14-
cheninhalt:

/13(—:75 + 2)dx = 0.

3 1 ) 3
/(—:L'+2)dx—<—x +2w>’
1 2 1
9 1
= 46— (—=+2
5 +o-(-5+2)

8
=——4+4=0.
2+

(i)

(iii) Die Funktion ist fallend. Fiir die Obersumme verwenden wir somit fiir die £’s
die z-Werte an den linken Intervallberandungen:

3—-1
;=1 — 1
G=1+(-1)"
2
=1+G—-1)—, 1=1,2,3,...,n.
n
Wir haben
f(&)=—&+2
2
=—-1-(G—-1)—+2
-1+
2
=1—-(i1—1)—.
(1)
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Die Obersumme ist somit

9]

3

Il

| Do
[

=

o

2 n n 2 n 2
== 1-9 =2 s
T SIERD ok
i=1 i=1 1=1
2 2
_( _n(n+1)+2>
n n 2

Somit haben wir

lim S, =2-2=0.

n—o0

1.5. Unbestimmtes Integral. Das unbestimmte Integral einer Funktion f(x) ist die
Menge aller Stammfunktionen von f. Wir notieren das unbestimmte Integral als (unbe-
stimmt da keine Integralgrenzen vorhanden)

/ f(2)dz.

Beispielsweise ist das unbestimmte Integral von f(z) = 22 gegeben durch

1
/x2d$:3x3—|—0, C eR.

Bemerkungen:

(i)

Das Auffinden einer Stammfunktion F'(z) zu einer gegebenen Funktion f(z)
ist der zentrale Prozess beim Integrieren, entweder weil die Ableitung einer
gesuchten Funktion gegeben ist und man die Funktion selbst sucht, oder weil
man ein bestimmtes Integral berechnen will und der Fundamentalsatz dies durch
eine Stammfunktion erlaubt.

Es kann vorkommen, dass eine Stammfunktion F'(z) zu einer Funktion f(x)
nicht mit Elementarfunktionen geschrieben werden kann, auch wenn die Funk-
tion f(x) mit Elementarfunktionen geschrieben werden kann. Zum Beispiel be-
sitzen die Funktionen e, Smx(x) keine Stammfunktion welche mit Elementar-
funktionen geschrieben werden kénnen.
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2. ANWENDUNGEN DER INTEGRALRECHNUNG

2.1. Flachenberechnung.

2.1.1. Flache zwischen dem Graphen einer Funktion und der x-Achse. Die Fliche zwi-
schen dem Graphen einer Funktion f(x) und der x-Achse ist im Prinzip durch das
Integral gegeben. Jedoch ist bei Graphen unterhalb der z-Achse das Vorzeichen anzu-
passen (siehe 'Geometrische Interpretation des bestimmten Integrals’). Wir betrachten
dazu die folgenden zwei Fragen:

(i) Man bestimme das Integral

1

/ (23 + 2% — 2x)dz.

—2

(ii) Man bestimme die Fliche zwischen dem Graphen der Funktion f(z) = 3 +
z2 — 22z und der z-Achse fiir —2 < x < 1.

Die Antworten sind die folgenden.

(i) Fiir die Berechnung des Integrals benutzen wir den Fundamentalsatz:

1
1
. 1 1.
/ (23 + 22 — 22)dx = | =zt + =2 — 22
- 1" 73 ,

1 1 1
AU SACCRE BT )
4 3 4 3 4

(ii) Wére die Funktion im betrachteten Intervall positiv, so wire die Fliche direkt
durch das obige Integral gegeben. Jedoch ist die Funktion im Intervall (0,1)
negativ. Um in diesem Intervall trotzdem die Fléche zu berechnen ist somit ein
Minuszeichen vor dem Integral nétig (das Integral liefert den Flacheninhalt mit
einem Vorzeichen, negativ falls Graph der Funktion unterhalb der z-Achse liegt).
Wir teilen also das Integral auf in zwei Bereiche. Den Bereich x € [-2,0], in
welchem die Funktion positiv ist und wo das Integral den Fliacheninhalt liefert
und in den Bereich x € [0,1], in welchem das Integral negativ ist und der
Flacheninhalt somit minus dem Integral entspricht:

0 1
Fléche = / (23 + 22 — 2z)dx — / (23 + 22 — 2z)dx
0

-2
1 1 ’ 1 1
= <4a:4 + gx?’ — $2> - <4x4 + gx?’ - x2>

-2
37
T2
Wichtige Bemerkung: Die Flache kann betrachtet werden als Aufsummierung von klei-
nen Rechteckflichen, deren Hohe + f(x) (Vorzeichen je nach Lage des Graphen: oberhalb
x-Achse: 4, unterhalb z-Achse: —) und deren Breite das infinitesimale Laingenelement
dx betragt. Diese infinitesimalen Rechtecksfachen sind

dA = tf(x)dz.

1

0

Natiirlich gilt diese Betrachtung nur im infinitesimalen Sinn, jedoch fiihren solche Uber-
legungen beim Aufstellen von Integralen zum korrekten Ergebnis. Der Grund dass dies
funktioniert liegt im Aufbau des Integrals als Grenzwert von endlichen Summen. Ge-
nau beim bilden dieses Grenzwertes werden aus endlich grossen Rechtecken infinitesimal
kleine Rechtecke.
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2.1.2. Fliche zwischen zwei Graphen. Seien zwei Funktionen f(x) und g(z) gegeben.
Gefragt ist der Flacheninhalt der Fliche zwischen den Graphen von f(x) und g(z) im
Bereich a < x < b. Wie im vorhergehenden Abschnitt kann die Fléche als aufgebaut aus
Rechtecksflichen infinitesimaler Breite betrachtet werden. Wir beschrinken uns zuerst
auf den Fall f(z) > g(z). Die Hohe der Rechtecke ist gegeben durch f(z) — g(x). Das
infinitesimale Flichenstiick ist

dA = (f(z) — g(z))dx
und die Fléache ist

b
Fléche = / (f(z) — g(x))dz, fiir f(z) > g(x).

Es ist zu beachten dass diese Formel auch gilt falls einer oder beide der Graphen der
Funktionen f(x), g(x) unterhalb der z-Achse liegen, da die Héhe des infinitesimalen
Rechtecks unter der Voraussetzung f(z) > g(x) auch in diesen Féllen positiv ist.

Wie bei der Flichenberechnung zwischen dem Graphen einer Funktion und der z-
Achse muss im Fall f(z) < g(x) das Vorzeichen angepasst werden. Le. falls f(z) < g(z)
im Intervall [a, b], so ist die betrachtete Flache gegeben durch

b
Fléche :/ (9(z) — f(x))dz, fiir f(z) < g(x).

Den Fall wo f(x) > g(x) in einem Bereich des betrachteten Intervalls und f(x) <
g(z) in einem anderen Bereich gilt illustrieren wir an einem Beispiel. Es soll die Fliche
zwischen dem Graphen von f(z) = 223 —2%—5x und g(z) = —22+3x im Intervall [-2, 2]
berechnet werden. Die Graphen von f(z), g(z) iiberschneiden sich. Die Schnittpunkte
sind gegeben durch

fz) = g(x).

Es folgt fiir die Schnittpunkte x = 0, 2. Finsetzen von x-Werten zwischen den Schnitt-
punkten liefert

Somit gilt f(xz) > g(x) im Intervall (—2,0) und f(z) < g(z) im Intervall (0,2). Die
Flache ist

0 2
Fliche = / (f(z) - g(@))dz + /O (9(z) — f(x))dz

-2

= /0 (22° — 8z)dx — /02(2333 — 8z)dx

-2
2
4 4
= (L _4a? Y e
2 2 o

=...=16.

0

-2

2.2. Volumenberechnung.

2.2.1. Rotationskorper. Sei eine Funktion f(x) gegeben so dass f(z) > 0 im Intervall
[a,b]. Wir betrachten das Gebiet in der z-y-Ebene begrenzt durch den Graphen y =
f(x), die x-Achse, z = a und = = b. Dieses Gebiet rotieren wir um die z-Achse. Der
resultierende Kérper ist ein Rotationskorper mit der z-Achse als Symmetrieachse.
Wir interessieren uns fiir das Volumen dieses Korpers. Dazu unterteilen wir das In-
tervall [a, b] in n gleiche Teile [x;—1,2;], 1 = 1,2,...,n (a = x9, b = x,) und betrachten
15



die Ebenen x = x;. Diese Ebenen sind parallel zur y-z-Ebene und zerschneiden den Ro-
tationskorper in Scheiben gleicher Dicke. Diese Dicke ist b_Ta. Die Scheiben sind im All-
gemeinen nicht zylindrische Scheiben. Wir betrachten eines der Teilintervalle: [x;_1, z;].
In diesem Teilintervall hat die Funktion f(z) ein Maximum M; und ein Minimum m;.
Fiir das Volumen der zugehorigen Scheibe Vg gilt

b—a

b—a
2 < Vs < M?m ,
n

m;m

i.e. das Volumen liegt zwischen dem Volumen einer Zylinderscheibe mit dem maximalen
Radius M; und dem Volumen einer Zylinderscheibe mit dem minimalen Radius m;.
Aufsummieren der Scheibenvolumen ergibt das Volumen V des Rotationskorpers. Es
gilt

Ty m; 7 c.
noo= T = ; ’
=1 =1
Der Grenzwert n — oo entspricht einer immer feineren Unterteilung in immer diinnere
Scheiben. Auf der rechten und linken Seite der Ungleichung befinden sich Riemann-

sche Summen, welche gegen das Integral = ff f(x)%dx konvergieren. Somit gilt fiir das
Volumen des Rotationskorpers gegeben durch die Funktion f(x)

V= w/: f(z)%dz.

Bemerkung: Analog zu der Interpretation von dA als infinitesimale Fliche eines Recht-
ecks (siehe Abschnitt zur Flichenberechnung) wird

dV = 7 f(z)*dx

als infinitesimales Volumen interpretiert, i.e. als Volumen einer infinitesimal diinnen
Kreisscheibe mit Querschnitt 7 f(x)? und Dicke dx.
Beispiele:

(i) Kegel mit Hohe 2 und Radius 1. Legt man die Kegelachse auf die positive
x-Achse und den Spitz des Kegels in den Ursprung so ist die Funktion f(z)
gegeben durch f(z) = z und das relevante Intervall ist [0,2]. Das Volumen ist

2
V—W/abf(x)de—ﬁ/Oz <;x> dx
2

2 3
1, ™
= Z2%de = =
7r/04:1:x 13
0

(ii) Kugel mit Radius 1. Wir legen den Kugelmittelpunkt in den Ursprung und
berechnen das Volumen der Halbkugel auf der Seite der positiven z-Achse. Die
Funktion f(z) ist gegeben durch f(z) = v/1 — 22 und das relevante Intervall ist
[0,1]. Das Volumen der Halbkugel ist

2

3

b
VH:T('/ f($)2d$:ﬂ'/01(1—$2)d$:...:7'('.

Das Volumen der Kugel mit Radius 1 ist somit V = %7’[‘.
(iii) Kugel mit Radius r. Wieder legen wir den Kugelmittelpunkt in den Ursprung
und berechnen das Volumen der Halbkugel auf der Seite der positiven z-Achse.
16



Die Funktion f(x) ist gegeben durch f(xz) = 7% — 22 und das relevante Inter-
vall ist [0,7]. Das Volumen der Halbkugel ist

T
2
VH—W/f .%’_7'('/(7“2—I2)d1’:...:371'7”3.
Das Volumen der Kugel mit Radius r ist somit V = %7['7’ .

2.2.2. Querschnitt in Abhdngigkeit einer Koordinate gegeben. Wir illustrieren an einem
Beispiel. Wir berechnen das Volumen einer quadratischen Pyramide mit Hthe 8 und
Grundquadratseite 4. Wir legen die Pyramidenmittelachse auf die positive x-Achse, so
dass der Spitz im Ursprung liegt und die Grundseiten parallel zu den Achsen liegen.
Die Querschnitte parallel zur y-z-Ebene sind Quadrate, deren Fldche in Abhéngigkeit
der z-Koordinate gegeben ist durch A(z) = z (die Seitenlédnge [ der Querschnitte

1
wichst linear von Null auf 4 im Intervall [0, 8], sind also gegeben durch [(z) = §, die

uerschnittsfliiche ist das Quadrat davon. i.e. A(x) = £2). Das Volumen ist somit
) 4

b 8 .2 12
:/ A(:I:)dx:/ AP
a o 4 3

2.3. Mechanische Arbeit. Wir betrachten die Bewegung eines Korpers in einer Di-
mension. Wir nehmen an die Bewegung finde entlang der z-Achse statt, von x = a bis
x = b und die Ursache der Bewegung sei eine Kraft F'(x). Wir nehmen an dass die
Kraftrichtung gleich der Wegrichtung ist und somit werden die Vektoreigenschaften der
Verschiebung und der Kraft fiir die Beschreibung des Problems nicht bendtigt (anson-
sten ist eine Projektion des Kraftvektors auf den Verschiebungsvektor notig). Die von
der Kraft F'(x) verrichtete Arbeit entlang des Weges ist gegeben durch

W:/abF(x)dx

(i) Federarbeit einer Spiralfeder. Dies ist die Energie, welche in einer komprimierten
Feder gespeichert ist. Wir nehmen an die Stauchung der Feder findet im linearen
Materialbereich der Feder statt, i.e. die Kraft in Abhéngigkeit des Weges sei
F(z) = kx, wobei k die Federkonstante ist. x = 0 entspricht der Ruhelage (die
Beschreibung einer Streckung ist analog). Die Arbeit ist

2
W = / d:c—/kxdx—ks

(ii) Gravitationsarbeit Dies ist die Arbeit die von einer Kraft verrichtet werden muss,
um einen Korper im Gravitationsfeld der Frde von der Erde weg zu bewegen.
(a) In Erdnahe: Hier gilt F' = mg, wobei m fiir die Masse des zu verschiebenden
Korpers und g fiir die Gravitationskonstante (in Erdndhe) steht. Die Arbeit
ist

Wir betrachten Beispiele:

b
W = / mgdx = mg(b — a).

(b) Allgemein: Hier gilt

mMpg
72
17
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wobei Mg fiir die Masse der Erde und x fiir den Abstand des betrachteten
Korpers zum Schwerpunkt der Erde steht. Wir haben

b
M 11
W= mQde:mME<—>.
0w T a b

Bemerkung: Um einen Kérper unendlich weit von der Erde weg (b — 00)
zu befordern ist die endliche Energie W = mMpg/a nétig.

2.4. Bogenlinge einer Kurve. Sei eine Funktion f(z), definiert auf einem Intervall
[a, b], gegeben. Wir interessieren uns fiir die Linge der Kurve y = f(x), i.e. fiir die Lange
des Graphen der Funktion f(z). Dazu unterteilen wir das Intervall [a, b] in n gleichlange
Telintervalle [x;_1, ], i = 1,2,...,n (xo = a, x, = b). Die Lénge dieser Teilintervalle ist
b_Ta. Nun approximieren wir den Graphen y = f(z) durch Geradenstiicke zwischen den
Punkten (z;—1, f(xi—1)) und (z;, f(z;)) (diese beiden Punkte sind Punkte auf dem Gra-
phen y = f(z)). Die Lange L; des Geradenstiicks zwischen (x;_1, f(z;—1)) und (x;, f(z;))
ist, nach der Formel von Pytharoas,

Li = /(i — mi1)? + (f(@:) — f(wic1))

Mit der Notation
Az, = x; — Ti—1, Ayz = f(xl) - f(xifl)

L; = \/Am?—l—Ayg

Ay; 2
= Azx;t/1 .
T + <sz>

haben wir

Die Linge des approximierten Graphen durch n Geradenstiicke ist somit

n n / 2
i=1 i=1
_b—a " Avy; 2
=— ; 1+<Axi> :

wobei wir fiir die zweite Zeile verwendet haben dass wir das Intervall in n gleichlange
Teilintervalle der Lange b*T“ unterteilen, i.e. Ax; = IFTQ. Die Form des obigen Ausdrucks
ist dem einer Riemannschen Summe dhnlich, jedoch tritt der Term Ay;/Ax; auf. Fir

diesen Term gilt

. Ay df
lim = —

n—oo Ax;  dx

und somit gilt fiir die Bogenlinge des Graphen y = f(z) im Intervall [a, b]

2
= lim Ln:/b 1+ (;i@)) dx

n—o0

Beispiel: Wir berechnen die Lénge des Graphen der Funktion f(z) = 2(z — 1)3/2
zwischen z = 1 und x = 4. Wir haben

df B /
2 @)= (-
18



Somit

4 df 2
L:/1 “1_‘_(6&%’) dr

4

2 4t 2 2 14
= d:—Wﬂ:—4W—1:f8—1:f.
/1\/53”3”513( >3()3

2.5. Durchschnitt. Der Durchschnitl einer Funktion f(x) auf dem Intervall [a,b] ist

definert durch
_ 1 b
fzb_a/a f()de

Beispielsweise ist der Durchschnitt von f(z) = sin(z) auf dem Intervall [0, 37/2]

o 2 371'/2 . d 2
f= 37r/0 sin(z)dx = ~3. cos(z)

3w/2 9
o 3r

3. INTEGRATIONSMETHODEN

3.1. Substitution. Wir betrachten unbestimmte Integrale der Form

[ @tz = [ otato)

wobei wir die Stammfunktion von ¢(z) kennen. Die Integrale bestehen also aus einer
verschachtelten Funktion ¢(g(z)) und der Ableitung der inneren Funktion g(z). Da wir
die Stammfunktion von ¢ kennen, kennen wir also ®(z) so dass

dd
2 (@) = o(a).
Es folgt dann dass
dd
(gle)) = blg())
und somit durch die Kettenregel
d dd dg
a(g(2)) = 7 (g() @)

= 6(0(e)) 2 (1)

I.e. wir kdnnen das urspriingliche Integral schreiben als

[ @ = [ slgta) E s
- [ (o) i
dx
= ®(g(x)) +C
= F(z).
Das formale Vorgehen fiir Substitution ist das folgende:

(i) Gesucht ist ein Integral welches in der Form

[ @ = [ o(ga)E

19
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(ii) Wir wihlen eine Variable u so dass

u=g(zx).
Daraus folgt

du dg 1

dx dac( z) do = g—g(az)du

(iii) Wir setzen diese Ausdriicke in das Integral ein und integrieren:

/(b /¢ TC()du
/cb

(iv) Wir machen die Riicksubstitution, i.e. wir driicken die vorhandenen u durch x
aus und erhalten eine Funktion in Abhéngigkeit von x:

= F(z).

u) +C

Das Vorgehen ist formal in dem Sinne dass in Schritt (ii) das Auflésen nach dx nur
formal geschieht, ein Ausdruck wie dx hat fiir sich alleine keine Bedeutung, ausser in
einer Interpretationen als infinitesimales Lingenstiick.

Wir illustrieren das Vorgehen an Beispielen.

(i)
/ 2 cos(a?)da.

Der Term cos(z?) ist die verschachtelte Funktion. Wir wiihlen

Es folgt

Einsetzen ergibt

/ 21 cos(z?)dz = / 2xcos(u);i“ - / cos(u)du

x
=sin(u) + C
= sin(z?) + C,

wobei wir in der letzten Zeile riicksubstituiert haben.

(i)
/ e3dx.

u = 3zx.

Wir wihlen

Es folgt

du du
dx 3 v 3

20



Einsetzen ergibt

1
:geu“‘c

1
= gegx + C

Die Substitution ist nicht eindeutig. Wir illustrieren am Beispiel

[ =
—dx.
1 — 22
Wir wahlen zwei verschiedene Substitutionen:
(i) uw=+1— 22, Es folgt

du x V1—22
—_— =, der = ————du.
dx V1 — 2 T

Einsetzen ergibt

xT
| it
=-u+C

=—V1-z2+4+C.

(ii) = = sin(u). Es folgt

d
ﬁ = cos(x), dx = cos(u)du.

Einsetzen ergibt

/\/iiﬂdx = /sin(u)du

= —cos(u) + C

= —/1 —sin®(u) + C

=—v1-z2+C.

Bemerkung: Wir lassen hier das Problem der Bijektivitdt und der Vorzeichen der
trigonometrischen Funktionen ausser acht, i.e. wir betrachten nur das Intervall

auf welchem x = sin(u) bijektiv ist und cos(z) > 0.

3.1.1. Beispiele zu Substitution mit Grenzen (bestimmies Integral). Wir betrachten zwei
Beispiele. Im ersten Beispiel ist die Kreisfliche eines Kreises mit Radius r gesucht. Wir
setzen den Ursprung des Kreies in den Ursprung der z-y-Ebene und berechnen die Fléche
im ersten Quadranten, i.e. wir berechnen die Fliche eines Viertelkreises. Diese Flédche

ist die Fliche unter dem Graphen der Funktion f(z) = vr? — a2, i.e.
T

A= / Vr? — z2de.
0

Wir verwenden die Substitution
x = rsin(u), dx = rcos(u)du.
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Die Grenzen werden substituiert, indem man sich die Grenzen fiir die z-Werte betrachtet
(diese sind 1 = 0, 2 = r) und dann die zugehorigen u-Werte mit der Substitutions-
gleichung berechnet:

x1 = 0, der dazugehorige Wert von u ist u; = arcsin(0) = 0,
T

5"

(Wir sehen dass die u-Werte im Intervall [0,7/2] liegen, in diesem Intervall ist x =
rsin(u) eindeutig losbar). Einsetzen ergibt

A:/ V2 —x2dx
0
g

:/ 2 cos®(u)du
0

(wir benutzen in der zweiten Zeile dass cos(u) im betrachteten Intervall u € [0,7/2]
positiv ist). Fiir das Integral verwenden wir

LI LI
/ sin”(z)dz :/ cos”(z)dx.
0 0

Dies gilt da sin(z) = cos(m/2 — ). Wegen

x9 = r, der dazugehorige Wert von w ist ug = arcsin(1) =

™

2 ein?(@) + cost () = [ di = :
0 0

folgt®

Somit ist die Flache
A= 7"2/2 cos?(u)du = r*~
0

und die Kreisfliche ist wie erwartet Agreis = 727.

Als zweites Beispiel betrachten wir einen Wechselstrom I(t) = Iy sin(wt) welcher an
einem Ohmschen Widerstand anliegt und fragen nach dem Gleichstrom g, welcher im
zeitlichen Mittel die selbe Leistung an den Ohmschen Widerstand abgibt. Die Leistung
P ist gegeben durch

P=UI=I’R,

wobei U die anliegende Spannung und R den Ohmschen Widerstand bezeichnen. Wih-
rend einer Periodendauer T wird die folgende Arbeit W an den Ohmschen Widerstand
abgegeben:

(i) Gleichstrom:
W = PT = I%4RT. (1)
(ii)) Wechselstrom:

T T
_ _ 2
W= /0 P(t)dt = /0 I(t)2Rdt. 2)

SWir werden diese Integrale spiter analytisch mit der Methode der Partiellen Integration berechnen.
22



Fiir im zeitlichen Mittel gleiche Leistungsabgabe muss gelten (1) = (2). Daraus folgt

— 2

T T
/ I(t)%dt = 12 / sin?(wt)dt
0 0

verwenden wir die Substitution

Fiir das Integral

1 1 2
u = wT, dt = —du, ti =0=wu =0, t2:T:—:—7r:>uQ:27r.
w w

f

Einsetzen ergibt
T T 2 p2m 2 2
I I I§T
/ I(t)%dt = Ig/ sin?(wt)dt = 0/ sin?(u)du = 0T _ 02
0 0 w Jo w 2

Fiir die dritte Gleichung siehe die obige Aufgabe zur Flichenberechnung des Kreises.
Die vierte Gleichung ist Riicksubstitution. Es folgt

1 [T JEE
L=~ [ It)?2dt=1/2="F.
. \/T/0 (e =2 = 22

Diesen Wert Iog nennt man auch den RMS-Wert des Stromes I(t). Allgemein definiert
man den quadratischen Mittelwert einer periodischen Funktion f(¢) mit Periodendauer

T als
1 T
fuss =\ [ 502

3.2. Partielle Integration. Aus der Produktregel

L (F@a) = T (@)gw) + @) 2 ()

erhalten wir durch umstellen

F@) @) = - (F(@)g(a)) — L (@g(z).

Unbestimme Integration dieser Gleichung ergibt

[ 102 win = f@o) - [ Ligtaya

Dies ist die Formel fiir partielle Integration. Kompakt aufgeschrieben mit der '-Schreibweise
(f'(x) = L(@))
[ 1@ @e = s@ygta) - [ 1'@)g@ds
Beispiele:
(i) Wir betrachten
/:vcos(:c)dx.
Wir wihlen f(x) =z und ¢'(x) = cos(z). Es folgt
flx) =z = fl@)=1,

g (x) =cos(z) — g(x)=sin(x).
23



Eingesetzt in die Formel fiir partielle Integration ([ f¢' = fg— [ f'9)

/:Bcos(:n)dx = zsin(x) — /sin(m)dm

= xsin(x) + cos(x) + C.

/xezdm’.

Wir wihlen f(x) =z und ¢'(z) = e*. Es folgt
f@y=z = fl)=1,

Jdx)y=¢e" — glx)=c¢€".

(ii) Wir betrachten

Eingesetzt in die Formel fiir partielle Integration ([ f¢' = fg— [ f'g)

/:cexdaz = ze® — /emdaz

=z —e" +C
=e"(z—1)+C.

/azze‘”dm.

Wir wihlen f(z) = 22 und ¢/(z) = €®. Es folgt
fla)y=a® = [f(2) =2z
Jd@)y=¢" — g(x)=¢".

(iii) Wir betrachten

Eingesetzt in die Formel fiir partielle Integration ([ f¢' = fg— [ f'g)

/x2exdm = 2%e® — 2/a:exda:

= 22e® — 2e%(x — 1)+ C
=e"(2® = 2(x — 1))+ C,

wobei wir fiir die zweite Zeile das Resultat des vorhergehenden Beispiels ver-
wendet haben (wir haben also zweimal partiell integriert).

(iv) Wir betrachten
/ log(z)dzx.

Wir wihlen f(x) =log(z) und ¢'(z) = 1. Es folgt
flx) =log(x) — [f'(z)=

g(x)=1 = gla)=
Eingesetzt in die Formel fiir partielle Integration ([ f¢' = fg— [ f'g)

/log(x)dac = zlog(z) — / %a:d:c
=zlog(z) —z+C

= z(log(z) — 1) + C.
24
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(v) Wir betrachten

/sinZ(x)daﬁ.

Wir wihlen f(z) = sin(z) und ¢'(x) = sin(x). Es folgt

=
—

) =sin(z) — f'(z) = cos(z),
g (x)=sin(z) — g(x)=—cos(z).

Eingesetzt in die Formel fiir partielle Integration ([ f¢' = fg— [ f'g)
/sinz(m)dm = —sin(x) cos(x) + /COSQ(x)d:c
= —sin(x) cos(z) + /(1 — sin?(x))dx
= —sin(x) cos(x) + x — /sinQ(x)dx.

Nun bringen wir den Term [ sin?(z)dx auf die linke Seite der Gleichung. Wir
haben

2 / sin?(z)dz = — sin(z) cos(x) 4+ z + C.

Somit finden wir

1
/sinz(x)d:z =3 (—sin(x) cos(z) + x) + C.
Bemerkung: Die Konstante kann man innerhalb der Klammer (ie.... =3 (... + C))
oder ausserhalb der Klammer (i.e. ... = 1 (...) + C) schreiben. Da C € R ist

dies dquivalent.

Eine analoge Formel gilt fiir die partielle Integration mit Grenzen, i.e. fiir bestimmte
Integrale:

b b b
/ f(x)g' (z)dz = f(x)g(x) ] —/ f(x)g(x)dz.

2 2 2
/ zetdr = xe®| — / edx
0 0 0

Beispiel:

2
=2¢2 — ¢
=2¢ — (2 1)
=e? +1.

3.3. Integration von rationalen Funktionen.

3.3.1. Partialbruchzerlegung. Wir addieren zwei Briiche indem wir den gemeinsamen
Nenner bestimmen

3 5  3(x+1)+5(x—2)
x—2+x+1_ (r—=2)(x+1)
8T
I
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Uns interessiert nun die Umkehrung dieses Prozesses, i.e. die Vereinfachung eines Bruch-
terms durch Zerlegung in mehrere Briiche von einfacherer Form. Wir illustrieren die
einzelnen Schritte des Vorgehens am Beispiel

8r — 7
22—z -2
(i) Wir gehen von einem echt gebrochenen Bruch aus, i.e. wir nehmen an die Ord-
nung des Polynoms im Zé&hler ist niedriger als die Ordnung des Polynoms im
Nenner. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt so fithren wir eine Polynomdivision
durch um die Voraussetzung zu erfiillen. Beim betrachteten Beispiel handelt es
sich um einen echt gebrochenen Bruch.

(ii) Wir zerlegen den Nenner in Linearfaktoren. Dazu werden die Nullstellen des
Nennerpolynoms bestimmt:

?—r—-2=0 — 1 =2, x920=—1.

Die Zerlgeung des Nenners in Linearfaktoren ist
2 —r—-2=(z-2)(z+1)

und wir haben
8r — 7 B 8r — 7
2—1r—-2 (z-2)(z+1)

(iii) Wir machen den Ansatz

8r — 17 A B

(x —2)(xz+1) e 2 a1

und multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite. Dies ergibt
8¢ —T7=A(x+1)+ B(z —2).

(iv) Nun finden wir die Konstanten A, B indem wir z-Werte in diese Gleichung
einsetzen. Diese z-Werte konnen beliebig gewdhlt werden. Vorteilhaft sind a-
Werte die den Nullstellen des Nennerpolynoms entsprechen:

r=-1 —» —-15=-3B — B=5,
r=2 — 9=34 - A=3.

(v) Einsetzen in Ansatz ergibt

S¢-7 3 5
2—r—2 -2 x+4+1°

Man nennt dieses Verfahren Partialbruchzerlegung und die auftretenden Briiche auf der
rechten Seite der Gleichung Partialbriiche.

An einem weiteren Beispiel illustrieren wir die Situation bet mehrfachen Nullstellen.
Wir betrachten

527 — 31z + 53
3 — 922 + 24z — 16
und setzen z1 = 4 als Nullstelle des Nenners voraus (dies kann durch Einsetzen iiber-

prift werden). Wie im vorhergehenden Beispiel fithren wir die einzelnen Schritte der
Partialbruchzerlegung durch:

(i) Der gegebene Bruch ist echt gebrochen.
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(i)

(iii)

(iv)

Wir bestimmen die Nullstellen des Nenners. Division durch den Linearfaktor
der gegebenen Nullstelle 1 = 4 mittels Polynomdivision ergibt

(2% —92% + 242 — 16) : (x —4) = 4 — 5z + 22

Die Nullstellen des verbleibenden Polynoms sind ze = 4, x3 = 1. Somit ist
x12 = 4 eine doppelte Nullstelle und x3 = 1 eine einfache Nullstelle des Nenners.
Die Zerlegung des Nenners in Linearfaktoren ist somit

2% — 9% 4+ 242 — 16 = (z — 1)(z — 4)?
und wir haben

502 —3lx+53  ba® —3lz 453
23— 922+ 241 — 16 (v — 1)(z —4)2°

Wir machen den Ansatz

51‘2—3130—1—53_ A B C

@—D@—42 -1 z-4 @-a
Man beachte dass die erste und zweite Potenz des Linearfaktors der doppelten
Nullstelle als Nenner Auftreten. Allgemein treten bei einer n-fachen Nullstelle
alle Potenzen bis und mit der n-ten Potenz des Linearfaktors dieser Nullstelle
als Nenner auf. Wir multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite

522 — 31z + 53 = A(x —4)* + B(z — 1)(x — 4) + C(z — 1).

Wir setzen z-Werte ein:

r=1 — 27=9A4A - A=3,
r=4 — 9=3C — C=3,
xr=0 — 53=16A+4B-C — B=2.

Die ersten beiden x-Werte sind naheliegend, da sie den Nullstellen des Nen-
ners entsprechen. Der dritte x-Wert wurde gewihlt da sich dadurch einfache
Ausdriicke ergeben.

Als Alternative zum Einsetzen von z-Werten kann man auch einen Koeffizien-
tenverleich durchfithren: Sei eine Gleichung mit einer Unbekannten x gegeben,
so dass die linke und rechte Seite ein Polynom in z sind. Beim Koeffizientenver-
leich werden die Vorfaktoren (dies sind die Koeffizienten) vor jeder Potenz von
x der linken mit der rechten Seite verglichen. In unserem Fall ist die Gleichung

522 =31z +53=A(x —4)?+ Bz —1)(z —4) + C(z — 1)
= (A+B)z*+ (—~8A - 5B+ C)z + 16A + 4B — C.
Der Koeffizient vor 22 ist auf der linken Seite 5 und auf der rechten Seite A+ B.
Der Koeffizient vor z! ist auf der linken Seite —31 und auf der rechten Seite
—8A — 5B + C. Der Koeffizient vor z' ist auf der linken Seite 53 und auf

der rechten Seite —C'. Das Gleichsetzen dieser Koeffizienten ergibt das lineare
Gleichungssystem

5= A+ B
—-31=-84A-5B+C
93 = -C

Die Losung davon ist A =3, B=2, C = 3.
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Das Verfahren des Koeffizientenvergleichs beruht darauf dass zwei Poly-
nome gleich sind, genau dann wenn die jeweiligen Koeffizienten gleich sind.
Beweis: Seien Pj(x) = apz™ + ...+ a1z + ag, Po(x) = bpax™ + ... + bix + bo.
Nun sei P(z) = Po(x), i.e. apz™ + ...+ a1z + ap = bpx™ + ... + bix + by
vorausgesetzt. Diese Gleichung muss fiir alle x € R richtig sein, insbesondere
fir x = 0. Setzt man in dieser Gleichung nun = = 0 so folgt ap = by (alle
anderen Terme verschwinden). Somit kann man diesen Term subtrahieren
und erhilt die neue Gleichung apa™ + ... + a1z = byz™ + ... + byx. Diese
Gleichung ist durch x teilbar und man erhéalt nach Division durch x die Glei-
chung an 14 .. agxr+a; = by ' + ...+ byx + by. Setzt man in dieser
Gleichung x = 0 erhilt man a; = b;. Das Verfahren lésst sich nun fortfithren
und man erhélt a; = b; fiir 0 < ¢ < n. Die Umkehrung ist evident, da bei
gleichen Koeffizienten die Polynome gleich sind.

(iv) Einsetzen der gefundenen Werte fiir A, B und C in den Ansatz ergibt das
Resultat

522 — 31z + 53 3 2 3

x3791:2+24x716:x71+$74+(x74)2‘

Bemerkung zum Ansatz bei mehrfachen Nullstellen: Fiir jede Nullstelle des Nenners
treten im Ansatz die folgenden Summanden auf:

A
71 eine einfache Nullstelle. —
r — I
A A
x1 doppelte Nullstelle. — LI 2 5
(x—xz1) (x—z1)
A A A
1 dreifache Nullstelle. — ! 2 3

c—n) @0 @—n)

3.3.2. Integration von rationalen Funktionen. Die erhaltenen Partialbriiche aus der Par-
tialbruchzerlegung lassen sich elementar integrieren. Dies wird nun zur Integration von
rationalen Funktionen verwendet. Wir illustrieren an einem Beispiel:
/ 223 — 1422 + 14z + 30
x2—4

Wir fiihren fiir den Bruch im Integral die Partialbruchzerlegung durch.

dz.

(i) Polynomdivision ergibt

22z — 26
(223 — 142 + 142 + 30) (2 — 4) = 2z — 14 + 5574.
I’ —_—
Im weiteren betrachten wir nur den echt gebrochenen Anteil.
(ii) Aus 22 — 4 = 0 folgen die Nullstellen des Nenners: 1 = 2, 15 = —2. Die

Zerlegung des Nenners in Linearfaktoren ist somit 22 — 4 = (z + 2)(z — 2).
(iii) Wir machen den Ansatz
22z — 26 A B
Ct)@—2) -2 z+2
Multiplizieren des Nenners ergibt

222 — 26 = A(x +2) + B(zx — 2).

(iv) Einsetzen der z-Werte z = 2 und « = —2 ergibt A= 3, B = 2.
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(v) Somit gilt
22x — 26 9 4 35
r2—4 2 -2) 2x+2)
Wir kénnen somit das gegeben Integral umschreiben:
20% — 142? + 14z + 30 9 35
dr = 2¢ — 14 dx.
/ R v /(m +2($—2)+2(x+2)> v

Unter Verwendung der Integrale

/(2m — 14)dz = 2° — 14z + C,

1
/x_dezlog(x—Z)—FC,

1
=1 2
/x+2da: og(z +2) +C,

erhalten wir das Resultat
207 — 142° + 142 + 30
/ 22 —4
(wir haben die drei Konsten C zu einer neuen Konstante zusammengefasst, welche wir
wieder als C' bezeichnen).

dx:x2—14x—|—glog($—2)+3§10g(x+2)+0.

3.4. Uneigentliche Integrale. Ungeigentliche Integrale sind von der Form

e} b
/a f(z)dz, (ii) /af(x)dx, it lim | f(x)] = oo.

a

Wir definieren diese Integrale durch

(i)
b
|tz = jim [ p(oyie
(i) Fiir f(z) mit lim, - |f(z)| = oo

/f Jiﬁ?/f

(Wobei die Notation ¢ — b~ bedeutet dass wir den linksseitigen Grenzwert
betrachten und ... := ... ist die Notation durch welche die linke Seite durch die
rechte Seite definiert ist).

Bemerkungen:

(i) Falls die obigen Grenzwerte existieren heissen die Integrale konvergent, anson-
sten divergent.
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(ii) Analog zu den obigen Definitionen werden Integrale der Form

[ s

b
/ f(z)dz, mit hm+ |f(x)| = oo

definiert.

(iii) Gibt es mehrere singuldre Punkte dann wird das uneigentliche Integral als Sum-
me von elementaren (i.e. mit nur einem singuldren Punkt) uneigentlichen In-
tegrale geschrieben. Das Integral konvergiert nur dann wenn jedes Integral der
Summe konvergiert.

Beispiele:
(i)

< q b q
/ —2d:1: = lim —de
1 X b—o00 1 X

b
1 1
= lim <—> ‘ = lim <1 — ) =1.
b—o0 T 1 b—o0 b
Es handelt sich um ein konvergentes Integral.

(@
1 1
/ —dr = lim —dx
1

X b—o0 1 X

b
= lim log(x)‘ = lim (log(b) —log(1)) = lim log(b) = co.
b—ro0 1 b—roc0 b—ro0

1
/ —dz.
oo &

Wir schreiben dieses uneigentliche Integral als Summe von uneigentlichen Inte-

gralen:
| -1 01 17 <1
/ d:r:/ dz+/ da:+/ dm+/ —dzx.
_oo.’L' —OO':U 1 0 X 1 xr

Die Wahl der Grenzen —1 und 1 ist willkiirlich, sie dienen nur dazu die singuléren
Punkte zu trennen. Wie bereits gesehn divergiert das Integral floo idw, somit
divergiert auch [* lda.

Dieses Integral ist divergent.

(i)
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4. FUNKTIONEN VON MEHREREN VARIABLEN

Bis zu diesem Punkt wurde der Funktionsbegriff fiir Zuordnungen der Form f: D —
R, 2 — y = f(x) mit D C R verwendet, i.e. fiir eine (eindeutige) Zuordnung in welcher
einer reellen Zahl z € D (wobei D fiir den Definitionsbereich der Funktion f steht)
eine reelle Zahl y zugeordnet wird. Solche Funktionen bezeichnet man auch als Funktion
einer Variablen (hier x). Im folgenden erweitern wir den Funktionsbegriff auf Funktionen
von mehreren Variablen und entwickeln dazu die Differential- und Integralrechnung. Der
Grossteil der Betrachtungen findet an Hand von Funktionen von zwei Variablen statt,
da im allgemeinen nur dieser Fall eine grafische Darstellung besitzt.

4.1. Funktionen von zwei Variablen.

4.1.1. Grundbegriffe. Eine Funktion f von zwei Variablen ist eine eindeutige Zuordnung
welche einem Element (x,y) im Definitionsbereich der Funktion eine reelle Zahl z zu-
ordnet. Le.

f:D—R
(z,y) = 2 = f(z,9).
Hier steht D fiir den Definitionsbereich der Funktion. Es gilt D C R2. Wobei®
RZ=R xR
={(z,y) :x e R,y € R}
= Menge aller reellen geordneten Paare (z,y)

= Menge aller reellen 2-Tupel
= Menge aller Punkte in der z-y-Ebene.

Geometrisch betrachtet ist der Definitionsbereich einer Funktion von zwei Variablen eine
Teilmenge der z-y-Ebene.
Beispiele:

(1) Die Spannung als Funktion von Widerstand R und Strom I:
U=f(R,I)=RI.
(ii)
f(z,y) = log(z +y).
(iii) Volumen eines Zylinders der Héhe h und Radius 7:
V = f(r,h) = rxh.
Oberfliche des selben Zylinders:
O =g(r,h) = 27rh.

Im folgenden ist mit dem Definitionsbereich jeweils der grosstmogliche Definitionsbe-
reich gemeint, i.e. diejenige Teilmenge der x-y-Ebene welche als Argumente der Funktion
zu reellen Funktionswerten fithren. Als Wertebereich der Funktion f bezeichnet man die
Teilmenge von R welche alle méglichen Funktionswerte der Funktion f enthilt.

Als Beispiel untersuchen wir den Definitions- und Wertebereich der Funktion

f(z,y) =log(36 — 4z — 9y2).

6% bezeichnet hier das kartesische Produkt von Mengen.
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Der Logarithmus ist nur fiir positive reelle Zahlen definiert, somit benétigen wir 36 —
422 — 9y? > 0, i.e. der Definitionsbereich ist gegeben durch

2 2
z Yy
D=q(z,y) €eR?: — +° <15s.
Zur geometrischen Untersuchung des Definitionsbereichs als Teilmenge der x-y-Ebene
betrachten wir die Kurve
22 . Y2 B
9 4
Einfiihren der Koordinaten u = x/3 und v = y/2 ergibt die Kurve u? + v? = 1. Somit
ist die gesuchte Kurve, auf u-v-Koordinaten transformiert ein Kreis mit Radius 1 am
Ursprung. Die Koordinatentransformation von z, y Koordinaten auf u, v Koordinaten
besteht nur aus einer Multiplikation mit konstanten Faktoren. Diese Transformation ist
somit eine Streckung/Stauchung des Koordinatensystems. Bei der gesuchten Kurve in
z-y-Koordinaten handelt es sich somit um einen gestreckten/gestauchten Kreis. Dies ist
eine Ellipse.
Y
22y I

2
il =1 v
9+4 2

| |

Die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen finden sich durch setzen von x = 0 (da-
durch ergibt sich y = +2) und y = 0 (dadurch ergibt sich = £3). Somit handelt es
sich bei der gesuchten Kurve um eine Ellipse am Ursprung mit Halbachsen 3 und 2. Die
Halbachsen sind parallel zu den Koordinatenachsen. Diese Kurve ist die Berandung des
Definitionsbereichs und innerhalb dieser Kurve befinden sich die Punkte fiir welche das
Argument des Logarithmus, i.e. 36 — 422 — 9y, grosser als Null ist. Der Definitionsbe-
reich der Funktion f(x,y) = log(36 — 422 — 9y?) ist somit das Innere der betrachteten
Ellipse:

2

2
x Y
9+4_

Als Konvention zeichnen wir Berandungen von Gebieten die nicht zum Gebiet geh&ren
gestrichelt.
Bemerkung: Allgemein ist eine Gleichung der Form
2 2
z Y
2!
mit a,b > 0 eine Ellipse mit Halbachsen a und b.
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Zur Bestimmung des Wertebereichs untersuchen wir zuerst die moglichen Werte des
Arguments des Logarithmus i.e. die méglichen Werte von 36 — 422 — 9y2. Der maximale
Wert liegt bei (z,y) = (0,0) (also am Ursprung) und betrégt 36. Je ndher (z,y) dem
Rand des Definitionsbereichs kommt, desto kleiner (aber positiv) wird der Ausdruck
36 — 422 — 9y?. Somit liegen die mdglichen Werte von 36 — 422 — 9y? im Intervall (0, 36]
(Der Wert 0 ist nicht dabei da dieser Wert auf dem Rand der Ellipse angenommen
wird, welcher nicht zum Definitionsbereich gehért). Da die Logarithmusfunktion streng
monoton wachsend ist, ist der Wertebereich von f:

W = (—o0,log(36)].

4.2. Grafische Darstellung. Sei eine Funktion f(z,y) gegeben. Der Graph der Funk-
tion f(x,y) ist gegeben durch

{(z,y, f(z,y)) : (2,y) € D}.

Dies ist eine Teilmenge des dreidimensionalen Raums R3. Geometrisch konstruiert man
den Graph der Funktion f(z,y) wie folgt. Fiir einen Punkt (xg, yo) im Definitionsbereich
tragt man vom Punkt (zg,yo,0) (dieser Punkt liegt in der z-y-Ebene) die Strecke |z9| =
| f(x0,y0)| in vertikaler Richtung (also in Richtung der z-Achse) nach oben, falls zg > 0
oder nach unten, falls zg < 0, ab. Der Punkt den man erhélt besitzt die Koordinaten
(z0, Y0, 20), wobei zg = f(xo,yo). Fihrt man diese Konstruktion fiir jeden Punkt im
Definitionsbereich D der Funktion f(x,y) durch, erhdlt man den Graphen von f(z,y).
Der Graph ist eine Flache:

‘ Pu= (o o, )

2o

Coraph von -F: g(x,y,{‘(x,y)'. (X,'r)éD 3

= gd

Def -Berech

Man kann sich den Graph einer Funktion als Fliache vorstellen und den Definitionsbe-
reich als Projektion dieser Flache auf die xz-y-Ebene. Fiir die Erlduterung von weiteren
Konzepten verwenden wir das folgende Bild, welches den Graphen einer Funktion f(z,y)
darstellt:
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4.2.1. Rotationssymmetrische Funktionen. Funktionen vom Typ f(+/22 + y?) sind ro-
tationssymmetrisch. Fiir eine geometrische Betrachtung solcher Funktionen setzt man
y = 0 und studiert die verbleibende Funktion fiir > 0. Die so erhaltene Kurve wird dann
um die z-Achse rotiert und erzeugt so den rotationssymmetrischen Graphen z = f(z,y).

4.2.2. Hohenlinien. Sei eine Funktion f(x,y) gegeben. Hohenlinien sind Teilmengen der
z-y-Ebene, gegeben durch

flz,y) =C,

wobei C' € W eine Konstante ist. Die Hohenlinien sind also Schnitte des Graphen parallel
zur z-y-Ebene. Die Wahl von verschiedenen Konstanten ergibt verschiedene Hohenlinien.

z

x/ 7

z = konst.

T

Beispielsweise sind die Hohenlinien der Funktion f(z,y) = 22 + 3? gegeben durch
22 4y? = C. Dies sind Kreise um den Ursprung mit Radius v/C (wir haben 0 < C' € W).

Das Konzept der Hohenlinien ist von fopographischen Karten her bekannt. Untenste-
hend ist ein Ausschnitt einer topographischen Karte gezeigt.
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Die Hohenlinien sind blau (im Gletschergebiet) und braun. Diejenigen blauen Linien
welche senkrecht zu den Hohenlinien verlaufen markieren Fliisse (siehe spéter). Im Falle
von topographischen Karten werden die verschiedenen Konstanten C, welche zum zeich-
nen der Hohenlinien verwendet werden, mit gleichem Abstand gewihlt, um eine noch

genauere Aussage zum Geldndeverlauf aufgrund der Hohenlinien zu machen: An Orten
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an welchen die Hohenlinien dicht beieinander liegen steigt das Geldnde stark an, an
Orten wo die Hohenlinien weit auseinander liegen ist das Gelande flach.

Ein Anwendungsbeispiel aus der Technik ist der Wirkungsgrad einer Turbine in Ab-
hiangigkeit der Fallhéhe des Wassers ("HEAD IN METERS’) und abgegebener Leisung
(COUTPUT IN MW’), wie in untenstehender Grafik gezeigt.

S

150

140 -

130 4

120

110

AD IN METRES

HE

100 A

OUTPUT IN MW ——

Die (hier schraffierten) Grenzen des Definitionsbereichs sind gegeben durch: Betriebs-
grenzen Generator, Vibrationen,. . ..

4.2.3. Schnittkurven.

(1) Schnittkurven parallel zur y-z-Ebene sind gegeben durch setzen von x = C' in
der Gleichung z = f(z,y).

z
# x = konst.

xT

(ii) Schnittkurven parallel zur x-z-Ebene sind gegeben durch setzen von y = C in
der Gleichung z = f(z,y).

z N y = konst.
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Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(z,y) = 2?+2y2. Die Schnittkurven parallel
zur z-z-Ebene sind gegeben durch

z=a2+2C? mitCeR,

i.e. die Schnittkurven von f(z,y) = x? + 2y? parallel zur 2-2-Ebene sind nach oben
gevffnete Normalparabeln, deren Scheitelpunkte wegen 2C% > 0 auf der positiven z-
Achse liegen. Die Schnittkurven parallel zur y-z-Ebene sind gegeben durch

z=C%+2y% mitC eR,

i.e. die Schnittkurven von f(z,y) = x? + 2y? parallel zur y-z-Ebene sind nach oben
gedffnete Parabeln, deren Schteitelpunkte wegen C? > 0 auf der positiven z-Achse liegen.
In der folgenden Figur sind die Schnittkurven fiir C' =0, %, 1 gezeichnet.

z z
A A

4.2.4. Funktionen von drei Variablen. Funktionen von drei Variablen sind Funktionen
vom Typ

f:D—R
(@,y,2) = w = f(z,y,2),

wobei D C R3 (i.e. der Definitionsbereich D ist eine Teilmenge des dreidimensionalen
Raumes).

Als Anwendung kann man sich die Temperaturverteilung in einem Zimmer vorstellen,
wobei die Funktion

T:D—R
(x,y,2) = T(z,y,z)

jedem Punkt im Zimmer mit Koordinaten (x,y, z) € D C R3 die Temperatur T(x, vy, 2) €
R an diesem Punkt zuordnet.

Beispiele: (wobei wir die Funktionsgleichung w = f(z,y, z), den Definitionsbereich D
und den Wertebereich W angeben).

(i) w= /22 +y?+22, D=R3 W = 0,00).
(ii) w = Wg“ D =R3\{(0,0,0)}, W = (0, 00).

(iii) w = zylog(z), D = {(x,y,2) € R3: 2z > 0}, W = R.
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Im Gegensatz zu Funktionen von zwei Variablen ist eine grafische Darstellung fiir
Funktionen von drei Variablen nicht direkt moéglich.” Jedoch ist es moglich die Niveau-
flichen darzustellen. Die Niveauflichen sind gegeben durch

f(z,y,2)=C,

wobei C' € W ein Konstante ist. (die Niveauflichen sind analog zu den Hohenlinien im
Fall einer Funktion von zwei Variablen). Als Beispiel betrachten wir die Niveauflichen
der Funktion
1

[(z,y,2) = -
( ) Va2 4 y? + 22
Wir setzen

1

/22 + y2 + 22 o

C

Daraus folgt
1
z? + y2 + 2% = oz
Dies ist die Gleichung einer Kugeloberfliche, die Kugel hat den Ursprung als Zentrum
und Radius R = 1/C, i.e. die Niveauflichen von f sind Kugeloberflichen mit Zentrum
am Ursprung.

4.3. Partielle Ableitung. Sei eine Funktion f(z,y) gegeben. Wir betrachten einen
Punkt (z9,9o) im Definitionsbereich von f(z,y) und studieren die Anderung der Funk-
tion f(z,y) bei festem y = yo in Abhéngigkeit der Variablen z. Dazu schrinken wir die
Funktion f(x,y) auf y = yo ein. Grafisch gesehen betrachten wir somit die Schnittkur-
ve z = f(z,y0). Die Funktion f(x,yp) ist nun eine Funktion einer Variablen. Analog
zur Definition der Ableitung fiir Funktionen von einer Variablen definieren wir nun die
partielle Ableitung von f(x,y) nach der Variablen x im Punkt (xg,yo) als

of . flxo+h,y0) — f(zo,y0)
8x(x07y0) - }Lli)r(l) h 5

falls dieser Grenzwert existiert. Grafisch gesehen entspricht dieser Ausdruck der Steigung
der Schnittkurve z = f(x,yp) im Punkt (z¢, f(zo,v0))

---Z= f(337y0)
— Tangente durch (xg, f(xo,¥0))
mit Steigung 3L (o, yo)

"Damit ist gemeint dass es keine grafische Darstellung fiir den Graphen von Funktionen von drei
Variablen gibt. Der Graph von f(x,y, 2z) ist gegeben durch

{(m7yvz7w) €R4:w:f(m,y,z)}.

Somit ist der Graph eine Teilmenge des vierdimensionalen Raumes.
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Analog dazu definieren wir die partielle Ableitung von f(x,y) nach der Variablen y
im Punkt (x0, o) als

a J—
85(%’%) = }llim f(@o,y0 + h) — f(z0,%0)

9

—0 h

falls dieser Grenzwert existiert. Grafisch gesehen entspricht dieser Ausdruck der Steigung
der Schnittkurve z = f(xg,y) im Punkt (yo, f(x0,v0))

TOL o D oo oo >
---Z= f(vay)
. — Tangente durch (yo, f(zo,y0))
mit Steigung %(1‘0790)
Bemerkungen:

(i) Die Berechnung von partiellen Ableitungen wird somit zuriickgefithrt auf die
Berechnung von gewohnlichen Ableitungen, indem man die Variable(n), nach
welchen nicht abgeleitet wird als Konstanten betrachtet.

(ii) Wir haben die partiellen Ableitungen an einer Funktion von zwei Variablen be-
trachtet, jedoch gelten analoge Definitionen fiir partielle Ableitungen von Funk-
tionen von drei und mehr Variablen.

(iii) Genau wie bei Funktionen einer Variablen ist die partielle Ableitung einer Funk-
tion von mehreren Variablen wieder eine Funktion von mehreren Variablen.

(iv) Es existieren viele verschiedene Notationen fiir die partielle Ableitung, zum
Beispiel gilt fiir z = f(z,y):

Of v _ o _ 54 5. _0z_(Of
ax—f,x—foc—azf—axZ—ax—<ax)y-

Die ersten paar Notationen werden verwendet um die partielle Ableitung még-
lichst kompakt zu schreiben. Die letzte Notation wird verwendet um zu betonen
welche Variable konstant gehalten wird.

Beispiel: Sei f(z,y) = 2% + 3xy +y — 1. Wir haben

of 0, 4

A -1

52 6gc(:lc +3zy+y—1)
= 2z + 3y.

Wir haben die Argumente der besseren Ubersicht wegen weggelassen. Mit Argumenten
geschrieben ist dies

gi(x,y) = 2z + 3y.
Ausgewertet am Punkt (4,—5) ist dies
of
—(4,-5)=2-4 -(=b) =-T.
L4, —5)=2-443.(-5)= -7

38



Weiter haben wir

of 9 4
Dy —ay(:r +3zy+y—1)
=3r+1
und
of B
5,49 =13

4.3.1. Partielle Ableitungen héherer Ordnung. Die partiellen Ableitungen einer Funktion
f(x,y) sind die Funktionen

0 0
T P,

Daraus folgen die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

0% f o0 f o0 f
@(ﬂ%y)? 8yax(xay)7 a$8y($ay>a 83/2 (l’,y)
Als Beispiel betrachten wir die Funktion

f(z,y) =z cos(y) + ye”.

Wir haben
of _ . of . @
G = sy +yet, G = —asingy) + ¢
Daraus folgt
A . .
G U o= —sn(y) e Sl —sin(y)+e G = —weos(y)
Wir sehen dass
0% f B 0% f
Oyoxr  Oxdy’

Allgemein gilt: Die Ableitungen diirfen vertauscht werden, sofern die Ableitungen stetige
Funktionen sind (dies ist bei allen Funktionen in den vorliegenden Vorlesungsnotizen der
Fall).

4.4. Tangentialebene. Wir betrachten eine Funktion f(z,y) und einen Punkt (xg,yo)
im Definitionsbereich dieser Funktion. Gesucht ist eine Gleichung der Tangentialebene
an den Graphen z = f(z,y) im Punkt (zo, yo, f(20,¥0)). Dazu betrachten wir die Tan-
genten an die Schnittkurven z = x¢ und y = yg, jewils in der y-z- und der x-z-Ebene
und die dazugehorigen Geraden im dreidimensionalen Raum. Die beiden Geraden im
dreidimensionalen Raum spannen die Tangentialebene auf. Die Steigung der Tangente
an die Schnittkurve x = x¢ ist gegeben durch g—fyc(xo, Yo)- Somit besitzt diese Gerade im
dreidimensionalen Raum den Richtungsvektor

0
_ 1

(&),
9% ) g
wobei wir die Notation (%)O = g—g(xo,yo) benutzen. Die Steigung der Tangente an

die Schnittkurve y = yg ist gegeben durch %(azo,yo). Somit besitzt diese Gerade im
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dreidimensionalen Raum den Richtungsvektor

1

ey
°,
7

steht somit normal auf der Tangentialebene. Die Gleichung der Tangentialebene an den
Graphen von f(z,y) im Punkt (9,0, 20 = f(20,%0)) ergibt sich somit zu®

Dies ist die kartesische Form einer Ebenengleichung
axr + by + cz =d,

mit

_(9f _(9f _ _(of ofy _
“‘(é@)o’ b‘<6y>0’ c=-t d_x0<833>0+y0<83/)0 o

Umstellen dieser Gleichung nach z — zg ergibt

Z— 29 = (gi)o(x—mo)Jr <g£>0(y—y0).

8Wir verwenden dass eine Ebene durch den Punkt (zo,yo,20) mit Normalenvektor 7 durch die

Gleichung
xr — X0
T y—yo|=0
z — 20
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Mit den folgenden Abkiirzungen fiir die Differenzen:
Ax =x — xg, Ay =1y — yo, Az =z — 2,

lautet die Ebenenengleichung

_(9F of
o= (), 3 () o

Diese Gleichung driickt die Differenz in z-Richtung durch die Differenzen in z- und
y-Richtung aus, mit Vorfaktoren gegeben durch die partiellen Ableitungen von f(z,y)’.
Als Beispiel bestimmen wir eine Gleichung der Tangentialebene an den Graphen der
Funktion f(x,y) = 2 + y? + € im Punkt (1,0,2). Die letzte Koordinate des Punktes
miisste nicht gegeben sein, da der Punkt auf dem Graphen von f(z,y) liegt. Es gilt somit
(20, Y0, 20) = (1,0, 2). Die partiellen Ableitungen sind
of of

9z =2z + ye*V, a—yz?y-i—:cezy

o ., () _
(5:),=> (&),

Die Gleichung der Tangentialebene ist somit

und wir haben

z—2=2x—-1)+1(y —0),
ie.

z =2z +y.

4.5. Lineare Approximierung. Im eindimensionalen Fall wurde eine Funktion f(z)
betrachtet und die lineare Approximation von f(z) an der Stelle z( als

daf
(@) = f(wo) + -~ (w0)(z — 2o)
x
angegeben, i.e. die lineare Approximation einer Funktion f(x) ist das Ersetzen der
Funktion f(z) durch die Gleichung der Tangente an den Graphen y = f(z) im Punkt
(z0,yo = f(z0))-
Analog dazu definieren wir die lineare Approximation einer Funktion f(z,y) an der
Stelle (xo,y0) als

) = fav) + () @=an)+ (5) =)

Man spricht an Stelle von der linearen Approximation auch von der Linearisierung der
Funktion f(x,y).

IDie Gleichung fiir die Differenz in z besitzt die analoge Form zur Gleichung im eindimensionalen
Fall:

_ g
Y=Y = dx
welche die Tangente an den Graphen y = f(z) im Punkt (zo,y0 = f(x0)) beschreibt. Hier wird die
Differenz in y-Richtung durch die Differenz in z-Richtung ausgedriickt, mit dem Vorfaktor gegeben
durch die Ableitung der Funktion f(z) an der betreffenden Stelle.
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4.6. Ableitung nach einem Parameter: Kettenregel. Im folgenden betrachten wir
eine Funktion f(x,y) wobei die Argumente z, y in Abhingigkeit eines Parameters ¢
gegeben sind. Eine solche Abhéngigkeit der Parameter x, y wird durch eine Kurve 7(t) =
(z(t),y(t)) in der z-y-Ebene realisiert. Somit betrachten wir die Funktion f(x,y) entlang
einer Kurve in der z-y-Ebene. Die Anderung der Funktion f entlang der Kurve ist
gegeben durch die Kettenregel fiir Funktionen von mehreren Variablen.

4.6.1. Verkettung einer Funktion von zwei Variablen mit einer Kurve. Es seien

(i) eine Funktion

f:D—R

(z,y) = 2z = f(z,y)
(ii) und eine Kurve in der z-y-Ebene

7l — R?

t)
tes T(r) = z( >
) (y(t)
(1 ist ein Intervall und z(t), y(¢) sind gegebene Funktionen) gegeben. Wir nehmen an dass

die Kurve im Definitionsbereich D der Funktion f(x,y) liegt. Wir betrachten die Hin-

tereinanderschaltung (oder Verkettung) von 7 (t) und f(x,y). Diese ist gegeben durch

die Funktion
F:I—-1R
t F(t) = f(7 (1) = fla(t), y(t))-

Die Funktion F(t) ist die Funktion f(x,y) entlang der Kurve 7 ().
Bemerkung: Die Kurve

x(t) x(t)
Eo={ w0 |={v0
fa(t),y(1)) F(t)
beschreibt eine Kurve im dreidimensionalen Raum, welche auf dem Graphen von f(z,y)

und oberhalb der Kurve 7 (t) = (;Eg) liegt. Mit 'oberhalb’ ist gemeint dass die Kurve

7 (t) die Projektion der Kurve ﬁ(t) auf die z-y-Ebene darstellt.
Beispiel: Seien

flz,y) = —%y +4, 7 (t) = (zj—(s:?r?((:D .
Dann ist
F(t) = F(P(6) = F(2 4 cos(t), 2 + sin(t)) = —3 (2 +sin(t)) +4 = — sin(t) + 3,
2 + cos(t)
Bity=[ 2+sin()
—% sin(t) + 3

4.6.2. Kettenregel. Sei F(t) = f(7(t)) = f(z(t),y(t)). Fiir die Ableitung der Funktion
F(t) gilt die Kettenregel

0= 5Oy 5 0+ G @lo).0) o)



In kompakter Form, ohne die Argumente, aufgeschrieben ist dies
dFr Of dx L 9f of dy
dt Oz dt ' Oy dt
Wir iiberpriifen diese Regel an einem Beispiel: Seien
2
ran=ay+t, o= (1) = (L)
Wir berechnen die Ableitung von F(t) = f(7(t)) auf zwei verschiedene Arten:

(i) Durch Hintereinanderschaltung von f(z,y) mit 7 (t) und nachfolgendem Ab-
leiten:

F(t) = f(7 (1) = (t)*y(t) +y(1)*
= tle! + 3.
Daraus folgt

F
Cil—t(t) = e (46° + t* + 3¢™).

(ii) Durch die Kettenregel:

0 = S .00) 5 (0 + G (w(0),(0)

dt
= 22 (t)y(t)2t + (x(t)* + 3y(t)*)e'
= e (46° + t* + 3¢™).
Bemerkung: Analog gilt in drei Dimensionen mit f(z,y, 2), 7 (t) = (x(t), y(t), 2(t)) und
F(t) = f(7(1)):

o0 = S0, 20 5O + T w0000, 200G,

dy

E(t)

(1) + 9 ), yio), 2 Z o)

4.7. Gradient. Wir betrachten nun die Hintereinanderschaltung einer Funktion f(z,y)
mit einer Kurve 77 (t), wobei jedoch 7 (t) eine Gerade ist. Die Anderung der Funktion f
entlang der Geraden fiihrt auf den Begriff der Richtungsableitung. Durch den Gradienten
von f ergibt sich eine geometrische Schreibweise der Richtungsableitung.

4.7.1. Richtungsableitung. Gegeben seien eine Funktion f(x,y), ein Einheitsvektor ¢ =
(ex,ey) (L. es gilt | €] = (/e2 + e2 = 1) und ein Punkt (20, y0) in der z-y-Ebene. Sei
7 (t) die Gerade durch den Punkt (z¢, o) mit Richtung € :

() = (;8) = <y0> +t¢, teR.

Wir betrachten nun die Hintereinanderschaltung von f(z,y) und der Geraden 7 (t), i.e.
wir betrachten F(t) = f(7(t)). Die Ableitung von F(t) an der Stelle t = 0 (wir haben
L (1) = g, W(t) = ey) ist

dF of of

(0 = 5 (@0, p0)ex + %(xo,yo)ey

Diese Ableitung heisst Richtungsableitung der Funktion f(z,y) in Richtung von ¢ und
wird mit D f(xo, yo) notiert. Le.

0 0
D~ f(xo,y0) = %(u’ﬂo,yo)ex + 85(%’%)63”
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oder kompakter, ohne Argumente,

of of
Do f = 925" + a—yey.
Beispiel: Die Funktion f(z,y) = 2?4+ y? und der Vektor ¥ = (1,1) seien gegeben.
Gesucht ist die Richtungsableitung von f(z,y) in die Richtung des Vektors 7 im Punkt
(20,40) = (2,1). Dazu wird ein Einheitsvektor in die Richtung von ¥ benétigt. Dieser

ist gegeben durch
?:7:1C>
7] v\l

Somit ist die Richtungsableitung von f(x,y) in die Richtung des Vektors ¥/ gegeben
durch

0 1 0 1
D+ f(2,1) = 5;(3?0#0)\@ + 5;;(9007%)\/5
1 1 6

:4ﬁ+2ﬁ:ﬁ'

4.7.2. Formel fir den Gradient. Sei eine Funktion f(x,y) gegeben. Der Gradient von

f(x,y) ist definiert durch
o (z,y)
Vi) = <§f ) :

@(xvy)

Eine analoge Definition gilt in héheren Dimensionen. Beispielsweise ist der Gradient der

Funktion f(x,y) = 2z + 3y

6y
Mit dem Gradienten kann die Richtungsableitung wie folgt geschrieben werden:
of of
Do f = 955 + 8—yey
of
_ <a> | <e)
= | o
) %
— V@

Es ist von Vorteil diesen Ausdruck in der Reihenfolge e - ? f zu schreiben, um zu
betonen dass die Ableitung nur auf die Funktion f(z,y) trifft und nicht auch noch auf
%
€.

Bemerkungen:

(i) Fiir den Vektor ¢ im Ausdruck der Richtungsableitung muss ein Vektor der
Lange Eins verwendet werden, i.e. es muss |€>\ = 1 gelten, da sonst D+ f
nicht die Steigung beschreibt. Beispielsweise soll die Ableitung in Richtung der
x-Achse durch eine Richtungsableitung berechnet werden. Einmal mit einem
Vektor der Lange Eins und einmal mit einem Vektor mit Linge ungleich Eins:

D(1>f— (é) Vi= %,

0

D<g>f=(g)-?f:2(;£.
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(i)

In der zweiten Zeile wurde ein Vektor € mit ]?] = 2 verwendet. Der resultie-
rende Ausdruck entspricht der doppelten Steigung.
Die Zuordnung

YV :D R
(z,9) Hef(wvy)

ordnet jedem Punkt (x,y) in der z-y-Ebene den Vektor ? f(x,y) zu. Eine solche
Zuordnung heisst Vektorfeld. Zur Darstellung eines Vektorfeldes wird an jedem
Punkt eines Gitters in der x-y-Ebene ein Vektor gezeichnet. Viele physikalische
Grossen wie zum Beispiel elektrische und magnetische Felder sind Vektorfelder.
Die Gleichung der linearen Approximation einer Funktion f(z,y) im Punkt
(x0,y0) kann mit dem Gradienten in folgender Weise einfach aufgeschrieben
werden:

F(r9) = Flo,90) + ¥ (o, 50) - (z - ;’g) .

4.7.3. Euigenschaften des Geradienten. Der Gradient besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i)

(iii)

Rechenregeln: Seien f(z,y), g(z,y) und eine Konstante C' € R gegeben. Es gilt

? (f+9)= ?H?g,
V(Cf) =V,
V(fg)=fVg+gV .

Die Regeln gelten in allen Dimensionen und folgen direkt aus den entsprechen-
den Regeln fiir die Ableitung von Funktionen einer Variablen.
Unter Verwendung der Formel fiir das Skalarprodukt haben wir

Duf="¢- ?f
= [1I¥ f| cos()
= |V f] cos(e)

wobei wir mit ¢ den Winkel zwischen den Vektoren ¢ und ? f bezeichnen. In
dieser Form lasst sich nun die Richtungsableitung D— f wie folgt interpretie-

ren: D— f ist maximal wenn ¢ in die gleiche Richtung wie ? f zeigt (dann ist
cos(¢) = 1), i.e. die Anderung von f ist maximal in der Richtung des Gradien-

ten. Der maximale Wert von D f ist |V f|.
Sei 7 () eine Hohenlinie von f(z,y). Dann folgt

f(7(t)) = konst.
Ableiten nach t ergibt

of dx L of of dy _o,
Oz dt Oy dt
le.
d?
& Sr=o.
Da 7 (t) eine Hohenlinie beschreibt und 47 tangentlal zu 7 () und somit tan-

gential zur Hohenline verlduft, gilt dass der Gradient senkrecht auf Hohenlinien
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steht. In der folgenden Grafik sind Hohenlinien einer Funktion f(z,y) im ersten
Quadranten und der Gradient von f(z,y) im Punkt (zo,yo) gezeichnet.

ﬁf($07 Yo)

Ein analoges Resultat gilt in drei Dimensionen. Die Rolle der Hohenlinien
spielen dort die Niveauflichen und der Gradient

V= %—Z‘

verlauft senkrecht zu den Niveauflichen.!” Dies ermoglicht eine einfache Be-
stimmung von Tangentialebenen an Flichen. Sei beispielsweise die Funktion
f(z,y,2) = 22 + y> + z — 9 gegeben. Gesucht ist die Tangentialebene an die
Niveauflache f(z,y,z) =0 im Punkt (1,2,4). Der Gradient ist gegeben durch

2x 2
Vi=|2]|, = Vru24=[4
1 1

Da der Gradient von f senkrecht zu den Niveauflichen verlduft kann man ? f
als Normalenvektor der Tangentialebene verwenden, i.e. wir setzen 7 = (2,4,1)
und zusammen mit (zo, Yo, 20) = (1,2, 4) wird die Gleichung der Tangentialebe-
neﬁ}'(x—xo,y—yo,z—zo) =02zu

2 r—1
4 y—21 =0,
1 z—4

lLe.
2¢ + 4y + z = 14.

2

Beispiel: Wir betrachten die Funktion f(z,y) = %5 + % am Punkt (1,1) und suchen
die Richtung in welcher f(z,y)

(i) am stirksten wéchst,
(ii) am stérksten fallt,
(i) weder fallt noch wichst.

10Djes kann man zeigen indem man zwei Kurven 71 (t), 7 2(t) auf einer (und der selben) Niveaufliche
betrachtet, welche sich in einem Punkt unter einem Winkel ungleich Null schneiden. Die Ableitung nach
t von f(71(t)) = konst. und f(72(t)) = konst. (die Konstante ist die selbe, da die beiden Kurven auf
der selben Niveaufliche liegen) ergibt

dri _ dr3 _
G V=0 Gevi-o

i.e. der Gradient steht senkrecht auf beiden Kurventangenten, die Kurventangenten liegen in der Tan-
gentialebene an die Niveaufliche und somit steht der Gradient senkrecht auf der Niveauflache.
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Wir haben

Somit folgt

Die gesuchten Richtungen sind somit:

N = 1
(1) € (i) = % <1> .
i) Ty =—Cu=—

1 -1
(iii) Orthogonal zu 7(1): ?(iﬁ) = % (_1> ,% < 1 )

In der folgenden Grafik sind Hohenlinien von f(x,y) = 2% + y? und der Punkt (1,1)
zusammen mit den Richtungen aus (i), (ii) und (iii) gezeichnet.

&% AT

4.7.4. Gravitation. Der Zusammenhang zwischen Gravitationsfeld 7, Gravitationspo-
tential ¢ und Gravitationskraft ?g ist gegeben durch

?g = m77
7=-Ys,

wobei m die Masse des betrachteten Korpers bezeichnet.
(1) Gravitation in Erdné&he: Das Gravitationspotential ¢ ist gegeben durch
o(z,y,2) = gz,

wobei wir mit g die Gravitationskonstante in Erdnéhe bezeichnen (g ~ 9.81m/s?).
Somit folgt fiir das Gravitationsfeld

0
G=-Vo=10
-9
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(i)

und die Kraft auf den Korper der Masse m ist
0

?g = m7 = 0 ,
—mg

i.e. die Kraft zeigt vertikal nach unten und ihr Betrag ist gleich mg.
Allgemein: Das Gravitationspotential ist gegeben durch (in der Gleichung fiir
die Funktion ¢ lassen wir zur besseren Ubersicht die Argumente (diese sind =,
y und z) weg)

o=~ wobei ey = VE T
ie. r ist der Abstand zum Ursprung. Hier sind G die Gravitationskonstante
(G ~ 6.67 - 107" Nm?/kg?) und M die Masse des Korpers, am Ursprung des
Koordinatensystems, welcher die Quelle des Gravitationsfeldes darstellt (bei
Planetenbewegungen um die Sonne ist M die Sonnenmasse). Zur Bestimmung
des Gravitaionsfeldes benotigen wir den Gradienten von ¢. Wir haben

b o (1
ar - My, ()

__om (1
ox /22 + y2 + 22
= GMax(z* + % + 22)_3/2

GM op GM op GM
= —, analog: — = — - =

oy s 0z 3
Somit folgt fiir das Gravitationsfeld

GM [*
7:_€¢:_TT Yy

z

und die Kraft auf einen Korper der Masse m ist

GMm [*
?g:m?:_ e vyl
z

r3

i.e. die Kraft zeigt zum Ursprung. Der Betrag der Kraft, ausgeiibt von einem
Korper der Masse M, positioniert am Ursprung, auf einen Kérper der Masse m,
positioniert beim Punkt mit Koordinaten (z,y, z), ist somit

? _GMm r _GMm

4.8. Extremalwertprobleme in zwei Dimensionen.

4.8.1. Einfihrung. Eine Funktion f(x,y) besitzt an der Stelle (xg,yo) ein relatives Ma-
zimum bzw. ein relatives Minimum, falls in einer Umgebung von (o, yo) (ohne (xo,y0))

f(zo,y0) > f(x,y) relatives Maximum,
f(zo,y0) < f(z,y) relatives Minimum.

Oft wird an Stelle von relativ auch der Begriff lokal verwendet.

Beispiele:
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(i) Wir betrachten die Funktion f(z,y) = x? + y? an der Stelle (x9,%0) = (0,0).
Fiir (x,y) # (0,0) haben wir

flz,y) =2*+y* > 0= £(0,0).

Somit ist der Punkt (0,0) ein Minimum.
(ii) Wir betrachten die Funktion g(z,y) = —2?—y?+4 an der Stelle (zq,y0) = (0, 0).
Fir (z,y) # (0,0) haben wir

g(z,y) = —2> —y* +4 < 4= g(0,0).

Somit ist der Punkt (0,0) ein Maximum.

Wie bei Funktionen von einer Variablen fiihrt der Zugang zum Auffinden von relativen
Extrema iiber die erste Ableitung. Es gilt das folgende: Falls f(x,y) am Punkt (xq,yo)
ein relatives Maximum oder Minimum besitzt, so verschwinden an diesem Punkt die
partiellen Ableitungen, i.e. es gilt V f(xo,y0) = 0. Im folgenden bezeichnen wir einen

Punkt (xg,yo) an welchem ?f(xo,yo) = 0 gilt als kritischen Punkt von f(x,y).

Die Bedingung des Verschwindens des Gradienten ist eine notwendige Bedingung fiir
das Vorliegen eines relativen Maximums oder Minimums, aber die Bedingung ist nicht
hinreichend. Betrachten wir beispielsweise die Funktion f(z,y) = 2% — y?> am Punkt

(zo,y0) = (0,0). Es gilt ?f(0,0) — 0. Jedoch ist der Punkt (0,0) weder ein relatives
Maximum weder ein relatives Minimum, wie die Betrachtung der Schnittkurven x = 0
und y = 0 zeigt. Die Schnittkurve z = 0 ist f(0,y) = —%?, i.e. eine nach unten gedffnete
Parabel. Die Schnittkurve y = 0 ist f(z,0) = 22, i.e. eine nach oben gedffnete Parabel:

z = f(x,0) = 2?

Yy T

z=f(0,y) = —y?

Wenn man somit den Graphen von f in Richtung der y-Achse durchschreitet liegt am
Punkt (0,0) ein Maximum des Pfades vor, wenn man aber den Graphen von f in Rich-
tung der z-Achse durchschreitet liegt am Punkt (0,0) ein Minimum des Pfades vor. Ein
solcher Punkt wird Sattelpunkt genannt, da der Graph in diesem Punkt die Form eines
Sattels aufweist. Prizis entspricht ein Sattelpunkt einer Funktion f(x,y) einem Punkt
(20, Y0), fiir den eine Umgebung existiert in welcher die Funktion f(z,y) Funktionswerte
grosser und kleiner als der Funktionswert f(xg, yo) annimmt. In der folgenden Grafik ist
der Graph von f(x,y) = 2? — y? gezeichnet:




Der gezeigte Bereich entspricht —2 < 2 < 2 und —2 < y < 2. Sind (wie in dieser Grafik)
keine Achsen eingezeichnet, wird davon ausgegangen dass die x-Achse nach vorne links,
die y-Achse nach vorne rechts und die z-Achse nach oben zeigt.

4.8.2. Allgemeines Kriterium fir das Auffinden von relativen Mazima, Minima und Sat-
telpunkten. Sei eine Funktion f(z,y) gegeben und sei (z9,yo) ein kritischer Punkt von
f(x,y), i.e. wir haben V f(zg,y0) = 6> Wir betrachten die folgende Matrix, deren
Eintrége die zweiten Ableitungen von f(z,y) im Punkt (xo,yo) sind:

82f 82f
f”(wo,yo) — gjz;(xoayo) %?éf(xoayo) ‘ (3)
3zoy (L0, 40) 5z (0, Y0)

Diese Matrix heisst Hesse Matriz. Es gilt das folgende:

(i) Falls beide Eigenwerte von f”(xg,yo) positiv sind, so befindet sich bei (g, yo)
ein relatives Minimum von f(x,y).

(i) Falls beide Eigenwerte von f”(zg,yo) negativ sind, so befindet sich bei (xq, yo)
ein relatives Maximum von f(x,y).

(iii) Falls ein Eigenwert von f”(xg,y0) positiv und ein Eigenwert von f”(xq,yo)
negativ ist, so befindet sich bei (z9,y9) ein Sattelpunkt von f(z,y).

(iv) Es gibt (mindestens) einen Eigenwert gleich Null, dann ist die Situation (an
Hand der Hesse Matrix) nicht definiert.

Wir betrachten nun vier Beispiele von Funktionen: fi, ..., fi, welche den obigen vier
Féllen enstprechen. Es wird jeweils der Punkt (0,0) untersucht.

(i) Sei fi(z,y) = 2% + y?. Wir haben ?fl(0,0) — 0 und
” (20

Somit haben wir spec(f7(0,0)) = {2}. Beide Eigenwerte sind positiv (es gibt
einen Eigenwert, jedoch mit algebraischer Vielfachheit zwei) und fi(x,y) besitzt
somit bei (0,0) ein relatives Minimum.

(ii) Sei fo(z,y) = —2? — y?. Wir haben ?fg(O, 0) = T und
/" (-2 0
2(070)_(0 _2)'

Somit haben wir spec(f4(0,0)) = {—2}. Beide Eigenwerte sind negativ (es gibt

einen Eigenwert, jedoch mit algebraischer Vielfachheit zwei) und fa(x,y) besitzt
somit bei (0,0) ein relatives Maximum.

(iii) Sei f3(x,y) = 2% — y%. Wir haben ?fg(0,0) — 0 und
" _ (2 0
3 (070) - <O _2> .

Somit haben wir spec(f§(0,0)) = {—2,2}. Ein Eigenwert ist positiv und ein
Eigenwert ist negativ und f3(z,y) besitzt somit bei (0,0) einen Sattelpunkt.
(iv) Sei fi(x,y) = y*. Wir haben V f4(0,0) = T und

1(0,0) = (8 8) -

Somit haben wir spec(f;(0,0)) = {0,2}. Ein Eigenwert ist positiv und ein
Eigenwert ist gleich Null und die Situation ist somit fiir f4(z,y) im Punkt (0,0)
nicht definiert.
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In den folgenden Grafiken sind die Graphen der Funktionen fi,..., f1 jeweils fiir den
Bereich —2 <2 <2 und -2 <y < 2 gezeichnet.

filzy)=2*+y?  folzy) = —2? —y*  fy(z,y) =2 —¢? fo(z,y) =92

4.8.3. Absolute Mazima und Minima in begrenzten Gebieten. Es sei eine Funktion f(z,y)
und eine begrenzte Teilmenge des R? gegeben. Wir interessieren uns fiir das Auffinden
des Maximums und Minimums der Funktion im gegebenen Gebiet. Das Vorgehen ist das
folgende:

(1) Man finde Punkte innerhalb des Randes (also nicht auf dem Rand) des Gebiets

fiir welche ef = 6> gilt, i.e. innere kritische Punkte von f(x,y) und man werte
die Funktion f(z,y) an diesen Punkten aus. Wichtig: Die gefundenen Punkte
werden nicht klassifiziert.

(ii) Man untersucht den Rand auf relative Maxima und Minima. An den gefundenen
Stellen wird die Funktion f(z,y) ausgewertet.

(iii) Der grosste, resp. kleinste Wert der Funktion f(z,y) aus (i) und (ii) ist das
absolute Maximum resp. Minimum.

Wir illustrieren das beschriebene Vorgehen an einem Beispiel: Sei f(z,y) =2 + 2z +
2y — 2% — y?. Gesucht ist das absolute Maximum und Minimum von f(x,y) im Gebiet
des ersten Quadranten, begrenzt durch x =0,y =0,y =9 — x.

(1) Wir haben
2— 2z
Vi= (2 - 2y> '

Die Bedingung ?f -0 ergibt den inneren Punkt (z,y) = (1,1). An diesem
Punkt haben wir f(1,1) = 4.
(ii) Wir untersuchen die Randpunkte. Der Rand ist aus drei Geradenstiicken auf-
gebaut.
(a) Wir betrachten die Funktion f(z,y) entlang des Teils des Randes gegeben
durch y = 0, i.e. wir betrachten die Funktion f(z,y) eingeschrinkt auf die
x-Achse:

g(x) = f(2,0) = 24 2z — 22, z €[0,9].

Wir haben
Yy =2-2

Null setzen dieses Ausdrucks ergibt x = 1. Dies entspricht dem Punkt
(z,y) = (1,0). Der dazugehorige Funktionswert ist f(1,0) = 3. Die Funk-
tionswerte an den Anfangs- und Endpunkten des betrachteten Teils des
Randes sind f(0,0) =2 und f(9,0) = —61.

(b) Wir betrachten die Funktion f(x,y) entlang des Teils des Randes gegeben
durch & = 0, i.e. wir betrachten die Funktion f(z,y) eingeschrénkt auf die
y-Achse:

hy) = f(0,y) =242y —y*,  y€[0,9].
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Wir haben
dh

Zy) =2 — 2.
ay (y) y

Null setzen dieses Ausdrucks ergibt y = 1. Dies entspricht dem Punkt
(z,y) = (0,1). Der dazugehdorige Funktionswert ist f(0,1) = 3. Die Funk-
tionswerte an den Anfangs- und Endpunkten des betrachteten Teils des
Randes sind f(0,0) = 2 und f(0,9) = —61.

(c) Wir betrachten die Funktion f(x,y) entlang des Teils des Randes gegeben
durch y = 9 — z. Dazu betrachten wir die Funktion f(z,y) mit y =9 — a:

k@) = (2,9 2) =2+ 20 420 ) —a” — (9~ )’
= —61+18z — 2%,  z€0,9].

Wir haben
dk

Null setzen dieses Ausdrucks ergibt x = 9/2. Dies entspricht dem Punkt
(z,y) = (9/2,9/2). Der dazugehorige Funktionswert ist f(9/2,9/2) =
—41/2. Die Funktionswerte an den Anfangs- und Endpunkten des betrach-
teten Teils des Randes wurden bei den obigen Teilen des Randes bereits
untersucht.

(iii) Wir listen die gefundenen Funktionserte auf:

Punkt | (0,0) | (0,1) [ (1,0) | (1,1) [ (9,0) | (0,9) | (9/2,9/2)
Funktionswert | 2| 3] 3] 4] -61] -61]  -41/2

Somit befindet sich das absolute Maximum bei (1,1) und das absolute Minimum bei
(9,0) und (0,9). In der folgenden Grafik ist das Gebiet mit den besprochenen Punkten
eingezeichnet:

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Funktion f(z,y) = —22 + y? + x im Gebiet
{(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. Wir haben

-gf::<2if1)_

Somit liegt der einzige kritische Punkt im Innern des Gebiets bei (1/2,0). Der dazuge-
horige Funktionswert betrégt f(1/2,0) = 1/4. Fiir die Untersuchung von Punkten auf
dem Rand des Gebiets parametrisieren wir diesen mit der Kurve

(t) = (COS“)>, t € [0,2n)

sin(t)
52



und betrachten die verkettete Funktion

F(t) = (7 (1))
— f(cos(t),sin(t))
= —cos?(t) + sin’(t) + cos(t).
Ableiten und gleich Null setzen ergibt die Gleichung
(4cos(t) — 1)sin(t) = 0.
Es gibt nun zwei Mdoglichkeiten:

(i) sin(t) = 0. Daraus folgt ¢ = 0,7. Diese Werte von t entsprechen den Punk-
ten (1,0) und (—1,0). Die entsprechenden Funktionswerte sind f(1,0) = 0,
f(_la 0) ==

(ii) 4cos(t) — 1 = 0. Daraus folgt cos(t) = 1/4, i.e. x = 1/4. Die entsprechen-
den y-Werte sind gegeben durch die Gleichung des Randes in z-y-Koordinaten:
2?2 + y? = 1. Daraus folgen die y-Werte zu y = +,/15/16. Die dazugehérigen

Funktionswerte sind f(1/4,+/15/16) =9/8 und f(1/4,—+/15/16) = 9/8.

Punkt | (1/2,0) | (1,0) | (=1,0) | (1/4,/15/16) | (1/4,—/15/16)
Funktionswert | 1/4 | 0] -2 | 9/8 | 9/8

Somit befinden sich bei (1/4,44/15/16) die absoluten Maxima und bei (—1,0) das
absolute Minimum. Die folgende Grafik zeigt den Graphen von f(x,y) gezeichnet iiber
dem gegebenen Gebiet, in dreidimensionaler Darstellung, in Richtung negativer z-Achse
und in Richtung negativer y-Achse.

1 1

-2

- _1
11 0.5 0 05 —05 0 0.5 1 1 05 0 —05 —1

4.8.4. Methode der Lagrangemultiplikatoren. Wir beginnen indem wir ein einfaches Pro-
blem mit drei verschiedenen Methoden l6sen: Wir suchen das Minimum und Maximum
der Funktion f(x,y) = = + y auf dem Kreis gegeben durch 22 + y? = 1.

(1) Wir formulieren das Problem als Extremalwertproblem einer Funktion einer Va-
riablen z, indem wir die zweite Variable y mit Hilfe der Nebenbedingung elimi-
nieren. Die Nebenbedingung ist 22 +y? = 1. Daraus folgt y4(z) = £v/1 — 22. In
die Funktion f(z,y) eingesetzt erhalten wir Fy (z) = f(x,y+(x)) = z£v1 — 22,
Die Ableitung davon ist

dF4 T

dx (I‘) =7 V1 —;1;2'
Dies gleich Null gesetzt ergibt

m = *+ux.
Die Losung dieser Gleichung ist « = :l:% und die dazugehorigen y-Werte sind
y = i%. Somit ist das Maximum f(1/v/2,1/v/2) = v/2 und das Minimum
F(=1/V2,-1/v2) = =V2.
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(ii) Wir parametrisieren den Kreis durch die Kurve 7 (t) = (cos(t),sin(t)), t €
[0,27) und betrachten die Funktion f(x,y) entlang des Kreises, i.e. wir be-
trachten die Verkettung von f(z,) mit der Kurve 7 (t):

F(t) = f(7(t)) = cos(t) + sin(t).
Die Ableitung ist
dF
dt
Null setzen ergibt sin(¢) = cos(t). Die Losungen dieser Gleichung sind ¢ =
7 /4, 5m /4. Die dazugehérigen - und y-Werte sind (z,y) = (1/v2,1/v2), (=1/v/2, —1/1/2)
in Ubereinstimmung mit (i).
(iii) \7\2/ir b(;traclhten die Hoéhenlinien von f(z,y) = « + y zusammen mit dem Kreis
oty =1

(t) = —sin(t) + cos(t).

N\
N\

Wir betrachten den Punkt Py auf dem Kreis. Der Punkt Py kann kein Extremal-
punkt von f(x,y) sein, da eine Verschiebung entlang des Kreises einen grosseren
resp. kleineren Wert fiir f(z,y) ergibt. Dies ist der Fall, da sich im Punkt P
die Hohenlinien und der Kreis transversal schneiden, i.e. bei einer Verschiebung
erreicht man héhergelegene und tiefergelegene Hohenlinien. Die Punkte fiir Ex-
tremalwerte von f(x,y) sind somit diejenigen Punkte auf dem Kreis, in welchen
sich der Kreis und die Hohenlinien von f(z,y) nicht transversal schneiden, i.e.
diejenigen Punkte in welchen der Kreis und die Héhenlinien parallel verlaufen.
Dies sind die Punkte P; und Ps:

N

Das Auffinden der Punkte P;, P, geschieht folgendermassen: Wir fassen x2 +
y?> = 1 als eine Héhenlinie der Funktion g(z,7y) = 22 + y? — 1 auf. Der Kreis

22 +y? = 1 ist dann gegeben durch g(z,y) = 0. In den gesuchten Punkten
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miissen nun die Hohenlinien der beiden Funktionen f(z,y) und g(z,y) parallel
verlaufen. Aquivalent dazu ist die Eigenschaft dass in den gesuchten Punkten
der Gradient der Funktion g(x,y) parallel zum Gradient der Funktion f(z,y)

steht, i.e. dass gilt
?f = )\?g

fiir eine Konstante A\. Wir haben

() ()

und die Gleichung ? f = A?g entspricht dem Gleichungssystem 1 = 2Ax,
1 = 2\y. Zusétzlich muss gelten g(z,y) = 0, i.e. wir haben das System der drei
Gleichungen

1 =2z,
1 =2M\y,
1=2? —|—y2

in den drei Unbekannten x, y, A. Die Losungen lauten: z = y = +1/v/2, A\ =
+1/v/2 und die gesuchten Punkte Py, P, besitzen die Koordinaten (z,y) =
(1/v/2,1/v/2),(=1/v/2,—1/v/2) in Ubereinstimmung mit den Resultaten aus
(i) und (ii).

Allgemeine Formulierung der Methode der Lagragemultiplikatoren: Die lokalen Maxi-
ma und Minima von f(x,y) unter der Bedingung g(z,y) = 0 findet man durch Losen
des Systems

-

Hohenlinien von f(z,y)

> T

Bemerkungen:

(i) Maxima und Minima miissen existieren.

(i
i

(iii

)
)
)

%
g # 0 muss gelten.
Forumulierung gilt in beliebigen Dimensionen.

(iv) X heisst Lagrangmultiplikator.
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5. MEHRFACHINTEGRALE

5.1. Integration iiber Rechteckgebiete.

5.1.1. Definition des Doppelintegrals. Wir betrachten eine Funktion f(z,y) welche in
einem Rechteck

R={(z,y) eR*:a <z <bc<y<d}
definiert ist. Wir nehmen einfachheitshalber an es gelte f(z,y) > 0 fiir (z,y) € R.

EN

Wir unterteilen das Rechteck R in n Teile an Hand eines Gitters. In jedem Abschnitt
des Gitters wihlen wir einen Punkt (xg,yx) und betrachten f(xg,yr)AAx, wobei wir
mit AAy die Fliche des k-ten Gitterabschnitts bezeichnen. Der Ausdruck f(xg, yr) AAg
besitzt die Interpretation des Volumens des Prismas mit Grundfliche AA; und Hohe

f(@r, yr).

2 )

\ i f(l’k,yk)

Analog zum Integral in einer Dimension definieren wir die Riemannsche Summe

Sn - Zf(xka yk)AAk
k=1

Die Riemannsche Summe besitzt die Interpretation eines Volumens, welches aufgespannt

wird zwischen dem Rechteck R in der x-y-Ebene und einer treppenférmigen Approxi-

mation der Funktion f(x,y). Diese Approximation wird besser, wenn das Gitter in R
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feiner gew#hlt wird:

z z z

Das Doppelintegral der Funktion f(x,y) iiber dem Gebiet R ist definiert als

n—00

AAL—0 AAR—0 k=1

J[ fewmda= tim si= lim Y fop)ad,
R n— oo

falls dieser Grenzwert existiert.
Bemerkungen:

(i) Analog zur Integration in einer Dimension ist der Ausdruck f(xy,yr)AAy, die
Riemannsche Summe S,, und der Grenzwert davon auch fiir negative Funkti-
onswerte definiert. Die Interpretation des Doppelintegrals als ein Volumen gilt
nur bis auf Vorzeichen.

(ii) Die Lage des Punktes (zy, yx) im k-ten Gitterabschnitt braucht nicht spezifiziert
zu werden, die Definition ist unabhéngig davon.

(iii) Die Verteilung der Gitterabstande in R braucht nicht spezifiziert zu werden, die
Definition ist unabhéngig davon. Es ist aber wichtig dass beim Grenziibergang
sowohl n — oo als auch AA; — 0 gilt, da ansonsten an gewissen Stellen im
Gitter die Maschengrossen nicht gegen Null gehen und somit dort keine Ver-
besserung der Approximation des Volumens zwischen dem Graphen von f(x,y)
und der z-y-Ebene stattfindet.

5.1.2. Berechnung. Wir illustrieren die Vorgehensweise am Beispiel
// f(xvy)dA7 wobel f(xvy) :4_$_y7
R
R={(z,y) eR?:0<2<2,0<y<1}.

Die Interpretation des Doppelintegrals ist das Volumen zwischen dem Graphen z =
4 — x — y und der z-y-Achse tiber R.

z=f(z,y)




Wir berechnen die Querschnittsfliche A(x) die durch z = konst. entsteht. Diese ist
gegeben durch

Das Volumen kann nun durch aufsummieren von Scheibenvolumen, gebildet aus Quer-
schnittsflichen infinitesimaler Dicke, berechnet werden. Diese Scheibenvolumen sind
A(z)dz und die Aufsummierung erfolgt durch Integration:

z=2 2 Y71
o)
=0 2
y=0
r=2
:/ <7—x> dx
=0 2
r=2
_ (795 _ xz) s
S \2 2 -
=0

Somit wird die Berechnung eines Doppelintegrals auf die Berechnung von zwei hinter-
einander ausgefiihrten einfachen Integralen zuriickgefiihrt. IL.e.

J[ tamia= | xab / ycdﬂx,y)dydx.

Es ist moglich die Integrationsreihenfolge umzukehren, i.e. zuerst den Querschnitte fiir
1y = konst. Ebenen zu berechnen. Dieser ist

r=2

Ay = [ (a-o-pie
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Das Volumen ist

<
I
0N

(y)d

Y
([

Le. es gilt
//Rf(x,y)dA: /:ab/yycdf(x,y)dydxz /yycd /:abf(x,y)dxdy.

5.2. Integration iiber nicht-rechteckige Gebiete. Wir betrachten Doppelintegrale

/ /Q £, y)dA,

Q={(z,y) eR*:a <z <bgi(x) <y<gan)}

=0

I
;

—x—y)dx)dy:...:E).

Il
o

wobel

Hier sind a, b gegebene Zahlen und g¢1(z), g2(x) gegebene Funktionen. Wie bei der Inte-
gration iiber Gebiete mit rechteckigem Querschnitt berechnen wir die Querschnittsfliche
A(z) fur x = konst.. Die Integrationsgrenzen fiir die Berechnung dieser Querschnittsfla-
che hingen von z ab, siehe gestrichelte dicke Linie in der folgenden Grafik:

y
1 1
: y = ga(x)
| 'y = g1(x)
l ! g
a x b

Wenn man fiir = konst. in y-Richtung durch © hindurchsticht, trifft man auf Q bei
y = ¢g1(x) und man verldsst Q bei y = ga(x). Wir haben somit

y=g2(x)
Aw = [ rawy
y=g1(x)
Das Doppelintegral ist gegeben durch aufsummieren der Scheibenvolumen infinitesima-
ler Dicke. Diese Scheibenvolumen sind A(x)dz und die Aufsummierung erfolgt durch
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Integration:

//f:c ))d /  Ale)ds
/xb/y (@, dyds.

(i) Die Berandung bei x = a oder z = b muss nicht einer vertikalen Geraden
entsprechen. Schnittpunkte von g1 (z) und go(x) sind méglich, i.e. g1(a) = ga(a)
und/oder g1 (b) = g2(b). Siehe Aufgaben.

(ii) Fiir Doppelintegale iiber Gebiete

Bemerkungen:

Q={(z,y) ER?*:c <y <d;hi(y) <z < ha(y)}

wird in umgekehrter Reihenfolge integriert:

y=d rax=ha(x
//fxydA / / f(z,y)dady.
z=h1(x)

(iii) Wird die Integrationsreihenfolge umgekehrt, ist das Invertieren der Funktionen,
welche die Grenzen beschreiben notwendig. Siehe die nichste Ubung.

5.3. Eigenschaften von Doppelintegralen. Wir haben die folgenden Eigenschaften:
(1) Sei C eine Konstante.

//Q Cf(z,y)dA = C//Q f(z,y)dA
//Q(f(x,y)Jrg(:c,y))dA://Q f(%y)dAJr//Qg(x,y)dA

(111) Sei 2 = Q1 Uy, mit 1 Ny = {}

//Q f(UC,y)clA:/Ql f(x,y)dA+/Q2 Fla,y)dA

(iv) Sei Q@ = R = [a,b] X [¢,d] und f(z,y) = g(z)h(y).

J[ rteaa- ( / bg(x)dx) ( / dh(y)dy).

5.4. Anwendungen.

5.4.1. Volumen. Wie bereits erwdhnt besitzt das Doppelintegral fiir positive Funktions-
werte f(xz,y) > 0 die Interpretation eines Volumens. Somit kann das Doppelintegral fiir
Volumenberechnungen eines Korpers verwendet werden, indem die Grundfliche des Kor-
pers in die z-y-Ebene gelegt wird, die Deckflache des Korpers als Graph einer positiven
Funktion f(z,y) geschrieben wird und diese Funktion iiber die Grundfliche des Korpers
in der z-y-Ebene integriert wird. Man erhélt das Volumen zwischen dem Graphen und
der z-y-Ebene.
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5.4.2. Flacheninhalt. Ist f(x,y) =1, so haben wir

o= [[ aa.

wobei wir mit || den Fldcheninhalt von € bezeichnen. Zur Veranschaulichung kann
man sich ein Blech der Dicke Eins vorstellen. Das Volumen und die Flache des Blechs
besitzen dann den selben Zahlenwert.

Falls 2 gegeben ist durch

Q={(z,y) eR*:a <z <bg(r) <y<galz)l

o= [[ aa- //g( dydz

- / (92(2) — g1 (),

i.e. wir finden die bekannte Formel fiir die Flichenberechnung mit Hilfe der Integration
in einer Dimension.

dann haben wir

5.4.3. Durchschnitt. Der Durchschnitt einer Funktion f(z,y) in einem Gebiet € ist

|§12|//Q f(z,y)dA

Als Beispiel berechnen wir den Durchschnitt von f(z,y) = xcos(zy) in R = [0, 7] X
[0,1]. Wir haben

Q| =7, //fxydA / / 2 cos(zy dyd:v—/ sm(xy)(d

- /0 sin(z)dz = 2.

Somit betragt der Durchschnitt 2/7.

5.4.4. Schwerpunkt einer Fldache. Der Schwerpunkt einer Fldche besitzt die Koordinaten

(zs,ys), wobei
L // A L // A
TS = 757 € 5 Ys = 157 Yy .
1Ql JJo 19l JJa

Als Beispiel berechnen wir die Schwerpunktskoordinaten von

Q={(z,y) €ER*:0<2<2;0<y< 22}
Wir haben

2 22 2 16
|Q|://dA:// dydx:/2x2dx:,
Q 0 0
—1// dA = //QI dyd 23d _3
OCS—‘Q’ x acyx—16 x w—z,
12
= 2tdy = =
Ys = ‘Q|//yd 16// ydydr = 16/ T dx 5

Somit haben wir (zg,ys) = (3/2,12/5).

5.5. Doppelintegrale in Polarkoordinaten.
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5.5.1. Polarkoorinaten. Die Polarkoordinaten eines Punktes P in der z-y-Ebene sind
der Radius r und der Polarwinkel ¢. Der Radius ist der Abstand des Punktes P zum
Ursprung. Fiir den Polarwinkel betrachten wir eine Linie vom Ursprung zum Punkt P.
Der Polarwinkel ist der Winkel welcher diese Linie mit der Abszisse (z-Achse) bildet. Der
Winkel wird entgegen dem Uhrzeigersinn und von der Abszisse aus positiv gemessen.

Die kartesischen Koordinaten x und y werden durch die Polarkoordinaten r, ¢ folgen-
dermassen ausgedriickt
x = rcos(p),
y = rsin(yp).
Somit erfiillen die Polarkoordinaten die folgenden Gleichungen

r=+/x2+y?,

Y
tan(p) = o

Die Lésung ¢ der zweiten Gleichung héngt von dem Quadranten ab. Beispielsweise
ergeben sich aus (x,7y) = (—2v/3, —2) die Polarkoordinaten r = \/(—2\/5)2 + (22 =4.

@ = T+a, wobei a = arctan(1/v/3) = %r, i.e. (r,p) = (4,77/6). Den einfachsten Zugang
zum Ausdruck fiir ¢ erhilt man durch das anfertigen einer Skizze der Situation:

Y

Bemerkungen:

(i) ¢ ist nur bis auf Addition von ganzzahligen Vielfachen von 27 bestimmt, i.e.
(r, o) und (7, o+k27) mit k € Z beschreiben den selben Punkt in der z-y-Ebene.
(ii) Wir erlauben r < 0. Es folgt dann dass die Koordinaten (7, ¢) und (—r, ¢ + )
den selben Punkt in der z-y-Ebene beschreiben.
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5.5.2. Polargleichungen/Funktionen/Graphen. Wir illustrieren an Beispielen. Im folgen-
den werden Teilmengen der x-y-Ebene durch Gleichungen (resp. Ungleichungen) in den
Variablen r und ¢ beschrieben.
(i) » = C beschreibt einen Kreis mit Radius C' und Zentrum am Ursprung.
(ii) ¢ = C beschreibt eine Gerade durch den Ursprung welche mit der positiven
x-Achse einen Winkel von C einschliesst.

(iii) » = 1 und r = —1 beschreiben beide einen Kreis mit Radius 1 und Zentrum
beim Ursprung.
(iv) Die Ungleichungen
1<r<2, 0<p<s

beschreiben die folgende Teilmenge des R?:
Y

I

1 2 ]

(v) Die Ungleichungen
T
—3<r<?2 = _
Sr< 2 2 1
beschreiben das Teilstiick einer Geraden zwischen den Punkten mit kartesischen
Koordinaten (—3/v/2, —3/v/2) und (v/2,v/2) (die Punkte gehdren auch dazu):

Y

/4
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(vi) Die Ungleichung

beschreibt die folgende Teilmenge des R? (diese Teilmenge ist nicht beschrinkt):

—u‘/‘:\:
=
8

Im folgenden betrachten wir Beispiele von Funktionen r(yp). Wir transformieren diese
Funktionen auf bekannte Ausdriicke in den Variablen x und y.

(i)

- ee (D)

Multiplikation der Funktionsleichung mit cos(y) fithrt auf r cos(p) =4, i.e. z =
4. Dies ist die Gerade parall zur y-Achse, welche durch den Punkt (x,y) = (4,0)
verlauft.

(ii)

3
7"(90) - _sin(gp)’ wE (07 7T)'

Analog wie in (i) fithrt diese Gleichung auf y = —3. Dies ist die Gerade parallel
zur x-Achse durch den Punkt (z,y) = (0, —3).

(iii)

)= COS(;) sm(e) (0.3):

Durch Quadrieren folgt

1

2 _
") = sy en(p)
i.e. zy = 1. Somit entspricht der Graph der Funktion r(¢) der Kurve y = 1/ fiir
x > 0 (dieser Teil liegt im ersten Quadranten welcher den p-Werten ¢ € (0,7/2)
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entspricht).

Y Y
r(p) = ﬁ(@ A
r(p) = ——
cos(p) sin(yp)
> T > T

r(¢) = 6sin(yp), v € [0,7].

Multiplikation der Funktionsgleichung mit r fithrt auf 22 + 32 = 6y und qua-
dratisches Erginzen ergibt

2>+ (y—3)2=09.
Dies entspricht einem Kreis mit Radius 3 und Zentrum (0, 3).
(v)
r(p) = 4cos(p), Y E [—g, g} .
Analoges Vorgehen wie bei (iv) ergibt
(z—2)2+4* =4
Dies entspricht einem Kreis mit Radius 2 und Zentrum (2,0).

Y

7(¢) = 6sin(yp)

() = 4cos(yp)

5.5.3. Doppelintegrale. Sei eine Funktion f(r, ) und eine Teilmenge €2 der x-y-Ebene in
Polarkoordinaten durch die folgenden Ungleichungen gegeben

ase<B, gilp) <7< ().
Das Doppelintegral der Funktion f(r, ) iiber €, in Polarkoordinaten, ist gegeben durch

=B rr=g1(yp)
//frgodA / / f(r,)rdrde.




Wir verweisen speziell auf den zusétzlichen Faktor r im Integranden!
Analog zu den Gleichungen in kartesischen Koordinaten gelten die folgenden Glei-
chunge fiir Flache und Schwerpunkt:

Q| = // dA = / / rdrdep,
91(@
Ty = xdA = / / 2 cos(p)drdep,
w et [ g, e
// g2(¢)
Ys = — ydA / / r? sin(p)drde.
Q1 LS 19 Ja Joe

Als Beispiel berechnen wir die Schwerpunktskoordlnaten des Viertelkreises im ersten
Quadranten mit Radius R und Zentrum am Ursprung. Die Fliche ist R?7/4. Somit ist
die Schwerpunktskoordinate x

p=n/2 =R )
Ty = xdA = / / r* cos(p)drde
] / 9] r=0

1 /2 R3

=19 ?005(80)61@
1 R3 _ 4R
193 3%

Aus Symmetriegriinden gilt ys = xs.

5.6. Flichenmomente.

5.6.1. Awiale Flichenmomente. Sei Q C R? gegeben. Die awialen Flichenmomente sind
gegeben durch die folgenden Integrale:

I, = / / y2dA,
Q

I, = // 22dA.
Q

5.6.2. Deviattonsmoment. Das Dewviationsmoment ist gegeben durch

- [ #vaa.

5.6.3. Polares Flichenmoment. Das polare Flichenmoment ist gegeben durch

Ip = //Q(:r2 +y?)dA

Bemerkungen:

(i)

(i)

Alle Flichenmomente sind bezogen auf die z-y-Koordinatenachsen. Bei einer
Verschiebung ergeben sich Korrekturen (siehe unten: Satz von Steiner), fiir ro-
tierte Achsen siehe Vorlesung Lineare Algebra 2.

Grob gesprochen entsprechen die axialen Flichenmomente [}, eines Querschnitts
dem geoemtrischen Widerstand des Querschnitts gegen Biegung bei Einwirkung
eines Momentes entlang der k-Achse auf den Querschnitt. Die Interpretation des
Integranden ist die Gewichtung von Flichen mit dem Abstand zur Biegeachse
zum Quadrat, i.e. fiir grossen Widerstand gegen Biegung muss ein Querschnitt
viel Flache weg von der Biegeachse aufweisen. Siehe zum Beispiel Querschnitt

eines [-Trégers.
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(iii)

Die axialen Flichenmomente entsprechen den Biegewiederstandsmomenten [ in
der Gleichung der Biegelinie:

d%y 1

wobei wir mit y(x) die Biegelinie, mit E das Elastizitdtsmodul und mit M (x)
das Drehmoment auf den Querschnitt bezeichnen. I, wird fiir Momente entlang
der z-Achse verwendet, I, fiir Momente entlang der y-Achse.

In der Mechanik und Festigkeitslehre werden y-z-Koordinaten im Querschnitt
verwendet, die z-Achse ist entlang der Balkenldngsachse.

Das Minuszeichen in der Definition des Deviationsmomentes ist Konvention,
andere Konventionen sind auch im Gebrauch.

Bei kreisformigem Querschnitt entspricht das polare Flachenmoment dem geo-
metrischen Widerstand des Querschnitts gegen Torsion (Verdrehung).

Als Beispiel bestimmen wir die Flichenmomente I, und I, eines rechteckigen Quer-
schnitts mit Breite b und Hohe h, dessen Seiten parallel zu den Koordinatenachsen
verlaufen. Wir nehmen weiter an die z- und y-Koordinatenachsen verlaufen durch den

Schwerpunkt:

Y

Q
h > T

b
Wir haben

b/2  rh/2 bh3

Ix://deA:/ Vdyde = ... = —,
Q —b/2J—h/2 12

hb?
Iy://ﬂxQdA::m,
Imy:—//gajydA:...:O.

5.6.4. Satz von Steiner. Die obigen Flachenmomente beziehen sich auf die z- und y-
Koordinatenachsen. Der Satz von Steiner erlaubt die Berechnung der Flichenmomen-
te beziiglich parallel verschobenen Koordinantenachsen aus den Flachenmomenten be-
zogen auf die z- und y-Koordinatenachsen. Beispielsweise soll der Ursprung des x-y-
Koordinatensystems nicht mit dem Schwerpunkt des betrachteten Querschnitts zusam-
menfallen. Wir betrachten nun Koordinaten T und 5 welche aus den Koordinaten x und
y wie folgt hervorgehen:
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Die Koordinatenachsen des Z-g-Koordinatensystems verlaufen durch den Schwerpunkt,
i.e. T =0 und ¥y = 0 bedeutet z = x5 und y = ys;.

> <

Ys 1

Ein Flachentrégheitsmoment beziiglich den Achsen durch den Schwerpunkt bezeichnen
wir mit einem Index s. Es gilt nun beispielsweise

L[ /Q raa— | /Q (v — ys)?dA
= //Q(y2 — 2yys + y2)dA

:// y2dA// 2yy8dA+// y2dA
Q Q Q
I

:Ix—QyS//ydA—i—yz//dA
S SE

yS|Q|
_ 2
- I:L‘ - ys‘Q|

Das Flachenmoment beziiglich parallel verschobenen Achsen erfahrt also eine Korrektur
von Flache multipliziert mit dem Abstand der Verschiebung zum Quadrat. Dies ist
der Satz von Steiner. Man beachte dass aus dem Minuszeichen vor der Steinerschen
Korrektur folgt dass das Flachenmoment minimal ist beziiglich den Achsen durch den
Schwerpunkt. Analog haben wir

Is = I, — 22|9),
Ixys = lzy + xSyS‘Q|'

Als Anwendungsbeispiel berechnen wir die Flachenmomente des rechteckigen Quer-
schnitts indem wir eine Fcke des Querschnitts in den Koordinatenursprung legen, die
Flachenmomente beziiglich diesen Koordinaten berechnen und dann die Flichenmomen-
te beziiglich den Schwerpunktskoordinaten durch die Steinersche Korrektur berechnen.
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Der Querschnitt sei also folgendermassen platziert:

Y

A

-

Wir haben

b rh
I, = // y2dA:/ / y2dydx
Q 0 JO

b 1,3 3
h bh
/0396 3

Die Berechnung hat sich nun gegeniiber der direkten Berechnung beiiglich Koordina-
tenachsen durch den Schwerpunkt stark vereinfacht. Die Korrektur nach dem Satz von
Steiner ergibt nun
bh3  h? bh?

Die Rechnung fiir I, verlauft analog. Mit dem Satz von Steiner lassen sich komplizierte
Querschnitte, welche aus bekannten Querschnitten aufgebaut sind relativ einfach berech-
nen. Man bestimmt zuerst die Flachenmomente der einzelnen Teilquerschnitte beziiglich
iheren Schwerpunkten und korrigiert dann mit dem Satz von Steiner um den Anteil der
Teilquerschnitte beziiglich des Schwerpunktes des totalen Querschnitts zu bestimmen.
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6. POTENZRETHENENTWICKLUNG

6.1. Einleitung. Die Linearisierung einer Funktion f(z) an der Stelle z = z( ist die
Funktion
df
L(z) = f(zo) + —(z0)(z — o).
Die Linearisierung ist ein Polynom erster Ordnung in z. Die Approximierung der Funk-
tion f(z) durch ihre Linearisierung im Punkt x = z( schreiben wir als f(z) ~ L(z).
Dies ist keine Gleichung, jedoch gilt

fleo) = Lwo), ) = G (e,

i.e. die Ableitungen nullter und erster Ordnung stimmen im Punkt z = x¢ iiberein. Im
folgenden verallgemeinern wir diese Eigenschaften der Linearisierung auf Ableitungen
n-ter Ordnung. Le. fiir eine gegebene Funktion f(x) und einen Punkt xg suchen wir ein
Polynom p,(x) so dass die Ableitungen von f(z) und p,(z) bis und mit der n-ten Ord-
nung im Punkt x = z( iibereinstimmen. Ein solches Polynom p, (x) wird Taylorpolynom
genannt.

Im folgenden wird stets davon ausgegangen dass die vorkommenden Ableitungen exi-
stieren. Fiir eine prézisere Formulierung der Theorie wére es jeweils notig die Differen-
zierbarkeit der betrachteten Funktionen zur geforderten Ordnung vorauszusetzen.

6.2. Taylorpolynome. Sei eine Funktion f(z) und ein Punkt xg gegeben. Wir suchen
ein Polynom n-ter Ordnung, so dass die Ableitungen dieses Polynoms und die Ableitun-
gen von f(z) im Punkt x = z( bis und mit der n-ten Ordnung iibereinstimmen. Wir
bezeichnen das Polynom mit p,(z). Um die folgenden Betrachtungen zu vereinfachen
withlen wir 2o = 0 und verallgemeinern spéter auf 2o # 0. Es muss also gelten'!

p(0) = f(0),
p'(0) = £(0),
p"(0) = f"(0),

p™(0) = £(0)

(die hoheren Ableitungen des Polynoms verschwinden, i.e. p®*)(z) = 0 fiir £ > n). Diese
Gleichungen erlauben es die Koeffizienten des Polynoms zu bestimmen.

Wir illustrieren dies an einem Beispiel und studieren den Fall n = 3. Wir suchen also
das Polynom p3(x), i.e. die Koeffizienten ag, a1, az und ag in

p3(z) = azx® + asx® + a1z + ao,
so dass
p(0) = f(0),  p'(0)=f"(0),  p"(0)=f"(0),  p"(0)=f"(0).
Wir haben
P (x) = 3azx? + 2asx + ay, p"(z) = 6asz + 2as, p"(z) = 6as.
Bei x = 0 haben wir
p(0) =ag,  P(0)=ai, p"(0)=2az,  p"(0)=6ay
und die Forderung der Gleichheit der Ableitungen bei x = 0 liefert
ap = f(0),  a1=f'(0),  2a2=f"(0),  6az= f"(0).

HWir verwenden die Notation: f’(z) = U (2), f"(z) = ﬁ(m), o ™ (2) = Z:j,‘ ().
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Aus diesen Gleichungen folgen die Ausdriicke fiir die Koeffizienten des Polynoms

ato(0)> alzf’(0)7 a2:f2(0>’ a3:f6(0).
Das gesuchte Polynom lautet also
po(e) = 1) + /) + T2 4 T,

Die Koeffizienten des Polynoms sind durch die Ableitungen der gegebenen Funktion f(z)
im gegebenen Punkt xg = 0 bestimmt.

Um das Beispiel zu konkretisieren wéhlen wir fiir die gegebene Funktion f(x) = e”.
Wir haben

F () = e,
Somit gilt
£(0) = () = £(0) = £(0) = 1

und das Taylorpolynom dritter Ordnung von f(z) = e* im Punkt xg = 0 lautet

2 xS

€T
=1 =4+
p3(a) =1+a+ o+ 5

Um einen allgemeinen Ausdruck fiir die Koeffizienten ay herzuleiten, leiten wir das
Polynom

n
pn(x) = Z apz®
k=0

k-mal ab und setzen x = 0. Wir erhalten
pF(0) = k! ay,

wobei der Faktor k! durch wiederholtes Ableiten auftaucht. Somit gilt fiir den Koeffizi-
enten ag,

k!

und aus der Forderung dass die Ableitungen des Polynoms p,(x) (bis und mit Ordnung
n) mit den Ableitungen der Funktion f(z) an der Stelle zp = 0 iibereinstimmen sollen
folgt

k
L P (0) _ fB(0)
TR TR
Dies ist der gesuchte allgemeine Ausdruck fiir die Koeffizienten des Taylorpolynoms. Das
Taylorpolynom von f(z) zur Ordnung n im Punkt zy = 0 lautet somit

n
pn(z) = Z apx”
k=0

= f0)
T2

k=0
Wird das Taylorpolynom in einem allgemeinen Punkt x gesucht (i.e. nicht zwingend
bei 29 = 0), so sind die Ableitungen der Funktion f(z) bei xy auszuwerten und es ergibt
sich ein Polynom n-ter Ordnung in z — xg. L.e. das Taylorpolynom von f(x) der Ordnung
n im Punkt x = xq ist gegeben durch

pn(z) = f(x0) + f'(20)(x — x0) +



nofrR) (g
:Zif k:(' 0)(x—x0)k.
k=0 ’

Als Beispiel bestimmen wir das Taylorpolynom dritter Ordnung der Funktion f(z) =
log(x) im Punkt xp = 1. Wir haben

@) =log(e), S ==, [@=—— @)=
und somit gilt
fy=o0,  fO=1 ffO)=-1 Q=2
Die Koeflizienten sind somit
ag =0, ap =1, ag = —= as =

und das Taylorpolynom dritter Ordnung von log(z) im Punkt zy = 1 lautet

3
p3(x) = Zak(aj — xo)k
k=0

1 , 1 5
=(z-1) 2(ac 1) +3(a: 1)°.

6.3. Restglied. Wir betrachten nun die Differenz zwischen der Funktion f(z) und dem
Taylorpolynom p,(x). Diese Differenz wird als Restglied bezeichnet und entspricht dem
Fehler der gemacht wird wenn an Stelle von f(z) die Approximation p,(x) verwendet
wird, i.e. das Restglied ist der Fehler der Approximation f(z) = p,(x).

Wir leiten den Ausdruck fiir das Restglied fiir den Fall des Taylorpolynoms erster
Ordnung her. Zuerst schreiben wir die Funktion f(x) mit Hilfe des Fundamentalsatzes
als

ﬂ@=fmw+/%f®ﬁ.

Die Ableitung f’(¢) schreiben wir in der selben Form, wieder mit Hilfe des Fundamen-
talsatzes,

f’(t)=f’(xo)+/ f"(s)ds.

Nun betrachten wir das Integral auf der rechten Seite. Wie aus der untenstehenden
Grafik ersichtlich ist, existiert ein £ € [xg,t] so dass

/QV@M8=f%O@—ww-

[ f"(s)ds = f"(€)(t — o)

UG

AR A

) £ t

Verwenden dieser Gleichung in der Gleichung fiir f’(t) ergibt
f'(t) = f'(wo) + F()(t — o)
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und dieser Ausdruck, eingesetzt in der Gleichung fiir f(z), ergibt

F(@) = flao) + / " (o) + £t — x0)) e

Zo

= f(ao) + I 'an)(z = z0) + €) [ (= wo)dt

zo

L Qa0

= f(xo) + f'(z0)(x — z0) 5

I.e. wir erhalten

fl@)=" f(xo) + f(wo)(w —x0) +

=p1(z) : Taylorpolynom 1. Ordnung

f(&) (@ — @0)?
5 .
Restglied

Allgemein gilt
f(x) = pn(x) + Rn(2),

wobei
" f(k)
pr(x) = f2(wo) z — x0)" Taylorpolynom,
‘ k!
=0
(n+1)
Ry(z) = m<x — x0)" ! Restglied
und & zwischen xg und x liegt.
Bemerkungen:

(i) Das Restglied ist von der gleichen Form wie die Terme im Taylorpolynom, jedoch
wird die Ableitung nicht bei xg sonder bei £ ausgewertet.
(ii) & ist im allgemeinen nicht bekannt.
(iii) Ry (x) liefert meist eine Fehlerabschétzung zwischen f(x) und der Approxima-
tion durch das Taylorpolynom (siehe Beispiel unten).

Als Beispiel einer Fehlerabschitzung betrachten wir die Approximation der Funktion
f(z) = e* durch ihr Taylorpolynom zweiter Ordnung im Punkt z¢p = 0. Das Restglied
hiangt von z ab und somit muss ein Intervall (welches xo enthélt) betrachtet werden
um in diesem Intervall den Fehler abzuschétzen. Wir betrachten das Intervall [0, 1]. Das
Taylorpolynom ist

2
M0 a?
p2(x)_k§_0 L —1+w+?.

Das Restglied ist
€ 5 ¢ 3

Ry(z) = TR
Dieses Restglied schiitzen wir wie folgt ab. Da & € [0, 1], folgt
et < el =e.
Da z € [0, 1], folgt
3 <1.

Aus diesen beiden Ungleichungen folgern wir fiir das Restglied

3

:e—ﬂj‘3< E

31 76
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I.e. der Fehler den man begeht, wenn man, im Intervall [0, 1], pa(z) an Stelle von e*
verwendet betrigt maximal 0.45. ..

6.4. Taylorreihe. Im Prinzip kann man Taylorpolynome beliebiger Ordnung bestim-
men. Wir definieren den Ausdruck

o W) (g
i > 55—

als Taylorreihe der Funktion f(x) mit Zentrum zo. Im Spezialfall xo = 0 heisst der
Ausdruck MacLaurin-Reihe. Die obige Definition macht nur Sinn falls der Grenzwert
existiert. Wir betrachten die Situation im folgenden fiir x € I C R. Falls

lim R,(z) =0 fir zel,
n—o0

dann folgt dass der obige Grenzwert existiert und dass
O R (g
f(z) = ka(‘o)(x —x)® fir zel,
k=0

i.e. in diesem Fall ist die Funktion f(x) durch ihre Taylorreihe gegeben. Das Intervall
I C R kann auch die gesamte reelle Achse sein.

Wir betrachten das Beispiel der Exponentialfunktion, i.e. f(z) = e*, auf der gesamten
reellen Achse, i.e. I = R mit xg = 0. Das Taylorpolynom ist

k!
k=0
_1 2?2 23 2t x™
= +ZB+?+§+E+.. —F*‘
Das Restglied ist
_ f(n+1)(£) n+1
@) = 5y ®
_ 65 xn-i—l
(n+1)!

Nun betrachten wir den Grenzwert dieses Ausdrucks fiir n — co. Wir miissen somit den
Grenzwert,
xn+1

A 1!
fiir ein beliebiges (aber festes) x € R bestimmen. Wir haben

n' - 1-2-4---n
Fiir ein festes © € R gibt es nun ein m € N so dass

T
— < 1.
m
Es folgt somit
" oz T T T T T
nl 1 2 3 m—1 m m+1 n
=C alle Faktoren<1
T T T
f— C . —_— JR—
m—+1



x x i T
m o m m m

n — (m — 1) Faktoren

_c (E)n—(m—l) .
m
Mit
n—(m—1)
lim C(E) =0
n—00 m
——
<1
folgt
lim — =0
n—oo n!
Somit gilt
n+1 n+1
lim R,(z) = lim e* i =¢f lim ——— =0,

Das Restglied verschwindet also fiir n — oo, die Taylorreihe existiert fiir alle x € R und
es gilt

f(0) = cos(0) =1,
f"(0) = —sin(0) =0,
F®(0) = —cos(0) = -1,

Wir sehen dass die Ableitungen gerader Ordnung verschwinden und sich fiir die Ablei-
tungen ungerader Ordnung jeweils die Werte 1 und —1 abwechseln. Das Taylorpolynom
lasst sich somit schreiben als

wobei wir fiir den letzten Term + verwenden wenn n gerade ist und — wenn n ungerade
ist. Dies l&sst sich mit einer Summer folgendermassen schreiben

n 1 k .
pn(l') = Z (2(/€ +)1)!.1‘2k+

k=0
(man verwendet den Index k und die ungeraden Terme bekommt man durch 2k + 1, da
man bei k = 0 startet). Das Restglied ist

_ f(n+1)(£) n+1
Bul@) =03y
Fiir die Fehlerabschétzung betrachten wir wieder I = R. Wir haben
‘f(nle) (5)‘ — { |COS(§>’ : n gerade,

|sin(€)| :n ungerade.
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Aus

|cos(§)| < 1, |sin(§)] <1
folgt
(n+1) n+1
(n+1)! (n+1)!
Der Grenzwert der rechten Seite fiir n — oo ist
|Jﬂn+1

n12;>(n~+ 1ﬂ =0

(die Begriindung ist identisch mit derjenigen fiir die Exponentialfunktion) und es folgt

lim R, = 0.

n—o0

Somit gilt

. o~ (-DF
sin(z) = Z (2(1{_31)!;15%“.

Analog findet man

© _1\k
cos(x) = Z( 1 a2k,

Wir sehen dass die ungerade Funktion sin(z) nur Terme mit ungeraden Potenzen besitzt
und die gerade Funktion cos(z) nur Terme mit geraden Potenzen.
Die wichtigsten Taylorreihen sind
2 3 4

T _q x® ozt w
e = +‘$‘+‘§T‘+'§T‘+ ZT‘+~--,
) B A
sm(a:)—x—g—i—ﬁ—ﬁ—i—...,
2 4 6
¢ ozt
cos(m)—l—i E*awL )
1
=l—-a4a?—22+a2t—. .,
1+
2 3
T 3T
Vito=1+2_2 420
Fr=l+g -+t

(nur die ersten drei dieser Taylorreihen existieren auf ganz R).

6.5. Methoden der Reihenentwicklung. Wir illustrieren die Methoden an Hand von
Beispielen.

6.5.1. Summen. Aus
2 3 4 5 6 7

" T x T T T T
e =1 +’$‘+’Eﬁ"F‘§T +’zﬁ"F‘gT +’zi"F Eﬁ'#*...,
. [ L
sm(a:):x—a—i—a—ﬁ—i—...
folgt
2 x4 2x5 xG

- T _ ragro s T
sin(z) + e —1+2x+2!+4!+ 5 +6!+...
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6.5.2. Produkte. Aus
2 3

x
r _ - -
e"=14+z+ o1 + i + ...

3

) x

sm(x):m—ﬁ%—...

folgt

2 28 3
e’ sin(x) = <1+x+2‘+3'+...> (m—:g'—i-...)

1 1
_ 2 R
=xr+x + (2! 3!>x + ...
2, 2
=r+x"+—_—+....
3
6.5.3. Quotienten. Im folgenden bestimmen wir die Reihenentwicklung der Funktion
tan(z) im Punkt zp = 0 aus den bekannten Reihenentwicklungen fiir sin(z) und cos(z).
Wir haben

:B3 .Q?S .T7
51n($):x—§+a ?-l- )
$2 .734 .’E6
COS(JJ) =1 5 + E a +

Wir machen den Ansatz

tan(z) = ap + a1z + asx® +aszd + .. ..

Im folgenden bestimmen wir die Koeffizienten ag, a1, ... dieses Ansatzes. Multiplikation
der Gleichung
tan(z) = sin(z)
cos(x)

mit cos(x) ergibt
tan(x) cos(x) = sin(z).

Nun substituieren wir die bekannten Reihenentwicklungen und den Ansatz. Die Glei-
chung wird zu

9 3 22 2t S x> 2 2

(a0 + a1z + agz® + azz® + ...) <1—2!+4!—6!+...> =e— gt ot
Ausmultiplizieren auf der linken Seite ergibt

a+a$+(a—@)x2+(—ﬂ+a>w3+ —:U—x—s—i—xj—x—?—i—

o 2T 2 TR TR TR
Koeffizientenvergleich liefert
ag al

ag ) a1 3 a2 2 ) 9 + a3 31 3
Die ersten beiden Gleichungen bestimmen ag und aj. Aus der dritten Gleichung folgt
az = % = 0 und aus der vierten Gleichung folgt az = —% + %3 = —% —1—% = %

Dieser Prozess kann beliebig fortgesetzt werden und somit konnen alle Koeffizienten des
Ansatzes fiir tan(z) bestimmt werden. Wir haben
3
tan(x) :x—i—?—i—....
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6.5.4. Verschachtelung. Aus

2 3
T _ r_ z
e —1+x+2! —|—3! +...

folgt durch Substitution

of e T T
4 6 8
T
1 x—|—2' 3!+4'+

Als Beispiel entickeln wir die Funktion

x x
cosh(z) = c te
2
bis zur vierten Ordnung. Wir haben
2 3
x _ r,r
=Ttz gt
2 3
x
—x_q_ =
T
Somit gilt
et +e " 2 2t
h = = ]_ —_— —_—
cosh(z) 5 + 5 + 1 +

=cos(x)
= cos(x) + jsin(x),

i.e. wir finden Eulers Formel
el = cos(z) + j sin(x).

6.5.6. Differenzieren. Die Differentiation kann Term fiir Term durchgefiihrt werden. Bei-
spiel

T dx 3l BT
-1 1‘2 .’13‘4 ZCG

PIRTRRTI
= cos(z).



6.5.7. Integration. Auch die Integration kann Term fiir Term ausgefhurt werden. Bei-
spielsweise kann die folgende nicht elementar integrierbare Funktion integriert werden

tsin(z) ‘1 3 ad
—de=| - |lz—=+—=+...]d
/0 z /0x<x 3!+5!+ ) v
t 2 gt
—/0 (1—3!—5-5!—1—...>dx

x3 z° t
= <x—3‘3!+5_5!+...>

0
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AUFGABEN

AUFGABE 1

Man finde die Menge aller Stammfunktionen fiir:

(i) fz) =4 (v) f(x) =827
(i) f(z) =4z (vi) f(z) =€
(i) f(z)=2x+7 (vii) f(x) =2z
(iv) f(z) =5 (viii) f(z) = — cos(x) + sin()
(ix) f(z) = cos(2x)
AUFGABE 2

Man bestimme zu den folgenden Funktionen eine Stammfunktion.

(i) f(z) = sin(mz)

AUFGABE 3

Man bestimme zu den folgenden Funktionen eine Stammfunktion (Hinweis: Fiir (iii)

benutze man % arctan(z) = H%)

(1) f(z) = 41 (i) f(z) =
(i) f(x) = sin (22— §) () fla) =l
AUFGABE 4

Man bestimme eine Stammfunktion der Betragsfunktion f(z) = |z|.

AUFGABE 5

Ein Korper habe zur Zeit t = 0 die Geschwindigkeit v(0) = vy und Position s(0) = so.
Es gelte a(t) = a = konst. Man bestimme die Position in Abhéngigkeit der Zeit, i.e. s(t).

AUFGABE 6

Ein Massenpunkt sei zur Zeit t = 0 an der Stelle sp = 3 und habe die Geschwindigkeit
vo = 5. Man bestimme seine Position in Abhéngigkeit der Zeit wenn er mit a(t) =
241t — %tQ beschleunigt wird.

AUFGABE 7

Die Beschleunigung eines Korpers sei a(t) = ez!. Zur Zeit t = 0 hat der Korper die
Geschwindigkeit vg = 3 und die Position sp = 0. Man finde s(t).

AUFGABE 8

Die Position eines Korpers sei gegeben durch s(t) = 2e~! + 2t3 4 32 + 1.
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(i) Man berechne den Ruck (Ableitung der Beschleunigung) zur Zeit ¢ = 0 und
t=3.

(ii) Man schreibe die Ausdriicke fiir die die Position s(t), Geschwindigkeit v(¢) und
Beschleunigung a(t) mit Einheiten.

AUFGABE 9

Ein Koérper erfahrt die Beschleunigung a = —2. Welchen Weg legt er in der Zeit von
t = 0 bis t = 3 zuriick, wenn die Anfangsgeschwindigkeit vg = 1 und die Anfangsposition
so = 16 betrdgt. Hinweis: Der zuriickgelegte Weg entspricht nicht direkt der Position

s(t).

AUFGABE 10

Es sei der Ruck r(t) = ro = konst. gegeben. Weiter gelte s(0) = sg, v(0) = vo und
a(0) = ag. Man bestimme die Position s(t).

AUFGABE 11

Ein Korper erfihrt die Beschleunigung a(t) = t2. Es gelte s(0) = 11/12, s(1) = 2.
Man bestimme s(t).

AUFGABE 12

Zu dem gegebenen Beschleunigungsverlauf y = a(t) zeichne man qualitativ den Ver-
lauf der Geschwindigkeit y = v(¢) und der Position y = s(¢), durch die gegebenen
Punkte.

y
y=s(t)
1 * 1 1 | | | t
y
y=v(t)
1 * 1 1 | | | t
y
y = a(t)
I
: 3 | | 3 ¢
o
L
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AUFGABE 13

1
/ 22dx
0

als Grenzwert einer Folge von Riemannschen Obersummen. Hinweis:

Zz n(n+1)(2n+1).

Man berechne das Integral

AUFGABE 14

Man berechne die Riemannsche Summe S; der Funktion f(x) = 22 — 1 auf dem
Intervall [0,2]. Man zerlege dazu das Intervall in vier Teilintervalle (der gleichen Lénge)
und wiéhle die &’s

(i) am linken Rand, (ii) am rechten Rand, (iii) in der Mitte.

AUFGABE 15

Man berechne die folgenden Integrale mit Hilfe von bekannten Flacheninhalten.

(0 /26(x—3)d:c, (i) /Ogmczx.

AUFGABE 16

Man berechne die folgenden Integrale mit Hilfe von geometrischen Betrachtungen.
2 2 " 2
(i) / cos(z)dz, (i) / (1 - 7) de (i) / iz — 1|da.
0 -1 2 0

AUFGABE 17

2
I:/ z3dz,
0

(1) als Grenzwert einer Folge von Riemannschen Obersummen,
(ii) mit Hilfe des Fundamentalsatzes.

Man berechne das Integral

Hinweis:

- 1
Zk?’ = Zn2(n +1)2.
k=1

AUFGABE 18

Man bestimme die folgenden unbestimmten Integrale, ohne die Potenzen zu ent-
wickeln.

i) [(z—1)de i) [(2-52)3dx
f2$+14d:z fl—x 4dm
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AUFGABE 19

Man bestimme die folgenden unbestimmten Integrale.

i) [sin(l —z)dz ( ) f(2x + 1)~ tdx
(i) [(1—e*)dx v) [0 akda
(i) [ zHdw i) [V1+ dade

AUFGABE 20

Man berechne die folgenden unbestimmten Integrale

(i) [ cos(at)dt mit a € R (v) [(1 —e M)dt mit A € R

(i) [sin(z+Z)dx (vi) [ cos(x)etsn(@)dz

(iii) f Ldt (vii) [ 4_§y2 dy

(iv) [(u? + au)du mit a € R (viil) [ 1a+t2 dt mit a € R
Hinweis: Fiir (vii) benutze man % arctan(z) = 1+1z2

AUFGABE 21

Sei F'(z) eine Stammfunktion der Funktion f(z). Man bestimme die folgenden unbe-
stimmten Integrale.

i /f(:c+1)dx (iv) /fa:/2
(i) / f(20)da ) / f(22)da
(i) /f(1—4x)dm (vi) / (@) ZJ;( dz

AUFGABE 22

Man bestimme die folgenden unbestimmten Integrale.

(0 / (=223 + 22 + 2)dar (i) / (sin(t) + cos(2t))dt
(ii)/x—1dx (iv)/1—2x+3x3—x4d$

2 2

AUFGABE 23

Man betrachte die folgende stiickweise definierte Funktion

0 z<1
flz)y=<¢ —2(x—1) 1<x<15
-1 15 <z

Man finde eine stetige Stammfunktion F(z) von f(z).
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AUFGABE 24

Man berechne die untere und die obere Riemannsche Summe 6. Ordnung fiir die
Funktion f(z) = sin(z) auf dem Intervall [0, 7].

AUFGABE 25
Gegeben ist die Funktion

0 <0
f(z) = 1/2 =0
1 x>0

1

Man berechne das Integral / f(z)dx.
-1

AUFGABE 26

-1
Man bestimme das Integral / xdzx.
0

AUFGABE 27

Man bestimme die folgenden Integrale.

2 ™/
(i) /0 (=223 + 22 + 2)dx (iii) / : (sin(t) + cos(2t))dt

w/2 T 27r
il sin (2x — — | dx i 1=z g
(ii) /0 ( 6) (iv) /1 e x

AUFGABE 28

Man bestimme

i) jt(/ot \/9527+1d1:> (i) jt(/tt . _1_1332d:c>
d

(i) 0‘;( /t b sm2(x)dx> (iv) & ( /0 : \/mdx>

AUFGABE 29

Man bestimme die Fliche zwischen den Graphen von f(z) = 22 und g(z) = 3 — 2z.

AUFGABE 30

Man bestimme die Flache welche durch y =0, y = /= und y = x — 2 begrenzt wird.

AUFGABE 31

Man bestimme die Fliche des Gebietes, welches durch die Parabeln y = 62 — 22 und
y = x? — 2 begrenzt wird.
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AUFGABE 32
Gegeben ist die Funktion f(x) = 2® und das Gebiet
D={(z,y):0<2<1;,0<y<1}.

(i) Man zeichne das Gebiet und den Graph von f(x).
(ii) Der Graph von f(x) teilt das Gebiet D in zwei Teilmengen. Man berechne deren
Flacheninhalt.
(iii) Wie gross muss der Parameter a gewéhlt werden, damit der Graph von g(z) =
ax® das Gebiet D in zwei Teile mit dem gleichen Flicheninhalt teilt?

AUFGABE 33
Man berechne den Flicheninhalt des Gebiets begrenzt durch y = xe‘“2, y=zx+1,
x = 2 und der y-Achse.
AUFGABE 34

Man berechne den Flicheninhalt des Gebiets begrenzt durch y = 22% 4+ 10 und y =
4z + 16.

AUFGABE 35
Man berechne den Flicheninhalt des Gebiets begrenzt durch y = 222 4+ 10 und y =
4z 4+ 16 im Bereich —2 < z < 5.
AUFGABE 36
Man bestimme den Flécheninhalt des Gebiets begrenzt durch y = sin(z), y = cos(z),
x=0und z =7n/2.
AUFGABE 37

Man bestimme den Flicheninhalt des Gebiets begrenzt durch z = %yQ -3, y=x—1

AUFGABE 38
Man bestimme den Flicheninhalt des Gebiets begrenzt durch x = —y? + 10, x =
(y —2)%
AUFGABE 39

Wir betrachten das Gebiet in der a-y-Ebene, begrenzt durch y = 2% — 4z 4+ 5, = = 1,
x = 4 und der x-Achse. Man berechne das Volumen welches erzeugt wird durch Rotation
dieses Gebiets um die z-Achse.

AUFGABE 40

Wir betrachten das Gebiet in der z-y-Ebene, im ersten Quadranten, begrenzt durch
y = J/z, y = x/4. Man berechne das Volumen welches entsteht wenn man dieses Gebiet
um die y-Achse rotiert.
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AUFGABE 41

Wir betrachten das Gebiet in der z-y-Ebene, begrenzt durch y = 22 — 2z und y = 2.
Man berechne das Volumen welches entsteht wenn man dieses Gebiet um die Achse y = 4
rotiert.

AUFGABE 42

Wir betrachten das Gebiet in der xz-y-Ebene, begrenzt durch y = 2/ — 1 und y =
z — 1. Man berechne das Volumen welches entsteht wenn man dieses Gebiet um die
Achse z = —1 rotiert.

AUFGABE 43

In der z-y-Ebene befindet sich ein Kreis mit Radius 7 und Ursprung am Punkt (0, R).
Man berechne das Volumen das entsteht wenn man diesen Kreis um die z-Achse rotiert.
Hinweis: Das auftretende Integral kann mit Hilfe einer bekannten Fléche berechnet wer-
den (oder mit Substitution, siehe spéter).

AUFGABE 44

Eine Zerstreuungslinse (auf beiden Seiten konkav) besitzt den folgenden Querschnitt
(Angaben in cm):

A /'/V
o - AT

e

2

Hier ist D = 6 der Durchmesser der Linse und R = 5 ist der Radius mit welchem die Linse
geschliffen wurde. Man bestimme das Volumen der Linse mit Hilfe von Integralrechnung.

AUFGABE 45

Man berechne die Linge des Graphen der Funktion

f(z) = % (e% + e’g)

im Intervall [0, a].

AUFGABE 46

Sei
a3 1
U TR

Man bestimme die Bogenlédnge des Graphen y = f(z) im Intervall z € [1,4]. Hinweis:
Binomische Formeln benutzen.
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AUFGABE 47

3
/ a2dx
1
(i) mit dem Fundamentalsatz,
(ii) durch die Definition des Integrals unter Verwendung von Obersummen und
(iii) durch die Definition des Integrals unter Verwendung von Untersummen.

Man berechne das Integral

Hinweise:

. nn+1) L, 1
12;122, ;z :6n(n—|—1)(2n—|—1).

AUFGABE 48

Man berechne die folgenden Integrale durch Substitution.

z? .. . 2 —
(i) /(1_64:1:?)>3dgg (ii) /st(x) cos(x)dx (iii) /23336—5335—1-6d$

AUFGABE 49

Man berechne die folgenden Integrale mit Hilfe von Substitution.
(i) / 1822 /623 + 5dx (iv)

1
(i1) / <1 - ) cos(w — log(w))dw (v)

w

2%(3 — 102°)*da
x
V1—4dz?
sin(1 — z)(2 — cos(1 — z))*dz

dx
(i) / 3(8y — 1)e™* ~¥dy (vi)

(vii)

cos(3z) sin'®(3z2)dz

—— — —

AUFGABE 50

/sing(x)dx.

Hinweis: Man schreibe sin®(z) = sin?(z) - sin(x), verwende die Pythagorasidentiit der
Trigonometrie und verwende eine Substitution fiir die Integration.

Man berechne das Integral

AUFGABE 51

Man berechne die Integrale
(i)

1
/ L("T)dx, Mit der Substitution u = log(z),

(i)

dx, Mit der Substitution z = u? — 1
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AUFGABE 52

Man berechne die folgenden Integrale mit Substitution:

(i) /xexzdx (iv) / ac;j— 1dm
(ii) /Sin(s) cos"(s)ds, n# —1 (v) /u3\/ ut + 1du
1 ) e’
(iii) /x(l—i— (log(x))z)dx (vi) /1+exda:
(Hinweis: Fiir (iii) benutze man -& arctan(z) = ﬁ)

AUFGABE 53

Man berechne die folgenden Integrale mit Substitution:
. 3 3y
d ———d
) / sy +4"Y (i) / (5y? + 42

. 3y 3
; .
(i) / 5y2 + 47 (iv) / 5y A%

(Hinweis: Fir (iv) benutze man % arctan(z) =

AUFGABE 54

Man bestimme die folgenden Integrale mit der Methode der partiellen Integration

Q) / 2 sin(z)dz (i) / VI T wdz ) / log;$)dx
(i) / 22 log(2)d (iv) / 22 sin(z)dz (vi) %dm

AUFGABE 55
Man fiihre die Partialbruchzerlegung fiir die folgenden Briiche durch:
(1)
x
x2 -1’

22 4+x+1
(z —1)3(z —2)

AUFGABE 56

Man bestimme

(1)

2
/x +2dw.
r—1
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(i)

/ r+1 d
x
x3—5x2+8x—4

mit dem Wissen dass = 2 eine Nullstelle des Nenners ist.

AUFGABE 57

Man bestimme die folgenden Integrale mit Hilfe von Partialbruchzerlegung

. 1 . 2041
(1) /xz—ldx (iv) /x3_$2da:

z+3 2x
. d d
(ll)/:z:3xx (V)/x2+7x+12$
z+1 . IE2 +x—2
(i) / P d? 4552 (vl / e
(x = 1 ist Nullstelle des Nenner- (x = 2 ist Nullstelle des Nenner-
polynoms.) polynoms)

AUFGABE 58

Man bestimme das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht wenn man den Gra-
phen der Funktion f(z) = 1 fiir z € [1,00) um die 2-Achse rotiert.

AUFGABE 59

Man bestimme die folgenden Integrale.

N (ii)/ool da
(1)/0 s e

Hinweis zu (ii): Man unterteile das Integrationsgebiet: [* = ffoo+fb°° (fiir ein

b € R), man benutze | H%dm = arctan(x).

AUFGABE 60

Man bestimme ob die folgenden Integrale konvergent oder divergent sind. Falls ein
konvergentes Integral vorliegt bestimme man dieses Integral.

81 21 R
(i) ; %daj (iii) /1xdac (v) /0 re “dr
1 (o]

(ii) /0 ulog(u)du (iv) /; e at (vi) /0 Oocos(x)dx
(vii) /1 ﬁdm

Hinweis: Man berechne (ii) durch partielle Integration und verwende lim,_,g 2™ log(z) =
0 fiir n € N.

AUFGABE 61
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(i) Sei f(x) eine gerade Funktion. Man zeige dass gilt

_a f(z)dz = 2/0a f(z)dzx

(ii) Sei f(x) eine ungerade Funktion. Man zeige dass gilt

a
f(z)dz = 0.
—a
Hinweis: Man teile das Integral auf in [ ... = fi)a ...+ [y, vertausche beim ersten
Integral die Grenzen und verwende die Substitution u = —z.

AUFGABE 62

Man bestimme die folgenden Integrale mit partieller Integration:

4 2
(1) / xe Tdz (iii) / xlog(x
0 1

w/2 3
(ii) / xsin(x)dx / log(x
—7/2 1

AUFGABE 63

Man bestimme die folgenden Integrale mit Substitution:

(0 /0 ' etdn (i) / ™ § cos? () sin(z)dz

—7/2

iy [ wsinta?)d oy
1 ; xsin(x”)dx (W)/Omg_'_ldx

AUFGABE 64

Ein Heliumballon startet am Erdboden senkrecht nach oben. Seine Geschwindigkeit
in Abhéngigkeit der Zeit ¢ ist gegeben durch
10
0=
(i) Man bestimme die Geschwindigkeit und Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ = 0.
(ii) Man bestimme die Hohe, welche der Ballon maximal erreichen kénnte.
(iii) Man bestimme den Zeitpunkt, in welchem der Ballon die Halfte der Maximal-
héhe erreicht hat und die Geschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt.

AUFGABE 65

Ein Dachdecker transportiert Material auf das Dach indem er es in einem Korb ver-
staut und den Korb mit einer Kette vom Dach aus hochzieht. Die Masse des Korbes mit
Inhalt betrdgt 50 (sdmtliche Angaben in SI-Einheiten). Die Dachhéhe betrégt 20. Im
folgenden soll mit einer Gravitationskonstanten von 10 gerechnet werden.

(i) Die Masse der Kette sei vernachléssighbar. Man bestimme die mechanische Arbeit
die beim Hochheben des Materials verrichtet wird.
(ii) Die Kette hat eine Masse pro Meter Lange von 1. Man bestimme die mechani-
sche Arbeit die beim Hochheben des Materials verrichtet wird.
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AUFGABE 66

Ein Komet welcher zum Zeitpunkt ¢ = 0 in die Erdatmosphére eintritt erfihrt in guter
Nédherung die Beschleunigung (sémtliche Angaben in SI-Einheiten):

a(t) = —10e~ %

(i) Man bestimme die Geschwindigkeit in Abh#ngigkeit der Zeit, wenn der Komet
beim Eintritt eine Geschwindigkeit von 10 aufweist.

(ii) Man bestimme den zuriickgelegten Weg in der Atmosphére in Abhéngigkeit der
Zeit,.

AUFGABE 67

(i) Man bestimme

d t d2 17
— — 4 .
(a) dt/o arccos(z)dz, (b) dt2/t cos(4z)dx

(ii) Sei f(x) eine differenzierbare Funktion. Der Graph y = f/(x) entspricht dem
Halbkreis in der oberen Hilfte der z-y-Ebene, mit Zentrum im Ursprung und
Radius 7 = 4. Man finde f(—4), falls f(4) = 7 gilt.

AUFGABE 68

Man finde die gesuchten Funktionswerte.

() flz,y) =a®+zy® (i) f(z,y) = sin(zy)
£(0,0) f(2,7/6)
f(_171> f(_?’vﬂ-/lQ)
f(2,3) f(m,1/4)
f(=3,-2) f(=m/2,-T7)

AUFGABE 69

Man finde und skizziere den Definitionsbereich und finde den Wertebereich der fol-
genden Funktionen.

) 1) logta )
) Vy—a?

Y) = /25 — a? —y?

) V3z2 + 2y -6

(:1:, = /2?2 +y? — 16 + log(z) + log(—v)

* AUFGABE 70

Seien 0 < b < a gegeben und sei ¢ > 0 so dass ¢ = a® — b%>. Wir betrachten die zwei

Punkte Fi(c,0) und Fa(—c,0) auf der x-Achse. Wir betrachten eine Kurve in der z-y-
Ebene, so dass die Linge der Verbindungslinie von Fj, zu einem Punkt auf der Kurve
(z,y) plus die Lange der Verbindungslinie zwischen dem Punkt (z,y) auf der Kurve und
dem Punkt Fb gleich 2a ist. Man zeige dass es sich bei dieser Kurve um eine Ellipse mit
Halbachse a und b handelt. Dies ist die Gartnerkonstruktion einer Ellipse.

Hinweis: Die obige Bedingung fiihrt auf die Gleichung

Vie—2)?2+y2+ /(x4 c)? + 92 = 2a.
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Man eliminiere die Wurzel durch zweimaliges Quadrieren dieser Gleichung.
AUFGABE 71

(i) Man zeige dass die Kurve

7= (jomt)) 0t

eine Ellipse in der z-y-Ebene beschreibt.

(ii) Man finde eine Kurve 77 (t), welche eine Ellipse mit Zentrum bei (5, —8), Halb-
achsen parallel zu den Koordinatenachsen, grosser Halbachse 3 (parallel zur
x-Achse) und kleiner Halbachse 2 (parallel zur y-Achse) beschreibt.

AUFGABE 72

Fiir die folgenden Funktionen finde und skizziere man den Definitionsbereich.

(i) f(z,y) = Vy—o—2 (iil) f(x,y) = arccos(y — a?)
(i) f(z,y) = S5 (iv) f(z,y) = V(@2 = 4)(y" —9)

AUFGABE 73

Man finde eine kartesische Gleichung fiir den Graphen der folgenden Funktionen.
(1) flz,y) =2
(i) f(z,y) =—-y+2
(iii) f(z,y) =3~ ;(3z +6y)

AUFGABE 74

Man beschreibe die Graphen der folgenden Funktionen:
(i) flz,y) =z +y°
(ii) f(z,y) = 2" +y°
AUFGABE 75

Man ordne den Folgenden Graphen die entsprechenden Hohenlinien zu.
Graphen:

(i)




(vii)

Héhenlinien:

D@
(@M (b)

)

/

L\

ot

\
@

AUFGABE 76

Man finde zu f(z,y) = £ im Bereich z > 0 die
(i) Hohenlinien mit z = 0,0.5, 1,2 und
(ii) die Schnittkurven parallel zur x-z-Ebene mit y =0, 1,2, 3.
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AUFGABE 77

Man skizziere die Hohenlinien und Schnittkurven parallel zur z-z und y-z-Ebene der
Funktion f(z,y) =y — .

AUFGABE 78

Man skizziere Hohenlinien der Funktionen

2 2
@f@w=;+2,l
(ii) g(z,y) = §$2 —3rt 192 +y+2

Insbesondere zeichne man jeweils eine Hohenlinie durch den Punkt (3,0).

AUFGABE 79

Fiir die folgenden Funktionen finde man den Definitionsbereich D, den Wertebereich
W (jeweils als Mengen) und beschreibe die Hohenlinien.

i) flzy)=y—= (iv) f(z,y) =log(a® +y?)
(i) f(z,y) =42 + 9y? (v) f(z,y) =sin"'(y — x)
(iii) f(z,y) = ——2 (vi) f(z,y) =log(z® +y*—1)

16—x2—y2

AUFGABE &0

Fiir die folgenden Funktionen beschreibe man (in Worten) die (typischen) Niveaufld-
chen.

(i) flx,y,2) =2 +y* + 22 (v) f(z,y,2) = 2> +¢°
(i) f(z,y,2) =log(z?® +y* + 2% (Vi) f(z,y,2) = y* + 2°
(il) f(z,y,2) =x+ 2 (vii) f(z,y,2) =2 — 2% —y?
(iv) f(z,y,2) =2

AUFGABE 81

Man leite die folgenden Funktionen nach ihren Argumenten ab.
(i) flz,y) = —4963y2 +3zy* — 3242y +5
z,y) = a° ?J 4 4+ e%cos(y) + 10z — 2y% + 3

) f(
(iii) f(z,y) = zy*(sin(z )+Sin(y))
(iv) f(z,y) = log(z +y?)
v) f(z,y,2) = 2ze¥* + /2% + y? + 22
(vi) f(z,y,2) = sin(z — y) cos(z + 2y)
i) p(

x
V.T) = %T, wobel R € R eine Konstante ist.

AUFGABE 82
Man leite die folgenden Funktionen nach ihren Argumenten ab.
(i) fz,y) = y+3(;js(x)
(ii) f(z,y) =z* + 6y — 10
(iii) w(z,vy,2) = 2%y — 10y?23 + 432 — 7tan(4y)
)

(iv) h(s,t) =t"log(s?) + & — Vs*
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AUFGABE 83
Sei f(z,y) = 2z + 3y — 4. Man finde die Steigung der Geraden, welche im Punkt
(2, —1) tangential zum Graphen von f(z,y) und
(i) in der Ebene z = 2,
(ii) in der Ebene y = —1
liegt.

AUFGABE 84
Sei f(x,y) = 2% + y>. Man finde die Steigung der Geraden, welche im Punkt (—1,1)
tangential zum Graphen von f(z,y) und

(i) in der Ebene x = —1,
(ii) in der Ebene y =1

liegt.

AUFGABE 85

Man bestimme die zweiten Ableitungen der Funktion f(x,%y) = 322y + ze¥ und iiber-
.. 0%f _ O%*f
priife oydx ~— Oxdy~

AUFGABE 86

Fiir
h = ’
(.7}, y) Ty + ﬁ

berechne man %.
AUFGABE &7
Die Gleichung
yz —log(z) =z +y

definiere z implizit als Funktion von x und y. Man finde % durch partielles Ableiten

von beiden Seiten nach z.
AUFGABE &8

Der Gesamtwiderstand R von drei parallelgeschalteten Widerstdnden R, Ro und Rj
ist gegeben durch

o1
R R Ry R3
Man finde 83—]% wenn R; = 30, Ry = 45 und R3 = 90 (SI Einheiten).
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AUFGABE 89

Fiir die folgenden Funktionen soll die zweite Ableitung % berechnet werden. Man
entscheide welche Reihenfolge der Ableitungen (i.e. 6‘125; oder ;;—8];) effizienter zum Ziel

fithrt (ohne die Rechnung durchzufiihren).

(i) f(z,y) = zsin(y) + e (iv) f(z,y) =y + 2%y +4y® —log(y* + 1)
(il) f(z,y) =1/z (v) flz,y) = 2* + by + sin(z) + 7e”
(iii) f(z,y) =y+z/y (vi) f(z,y) = xlog(xy)

AUFGABE 90

Fiir die folgenden Funktionen verschwindet die partielle Ableitung %gy?). Nach wel-

cher Variable (z oder y) soll zuerst abgeleitet werden um dies so effizient wie moglich zu
zeigen (man fiithre die Rechnung nicht durch)?

z,y) = y2re” + 2 (iii) f(x,y) = 2 + bay + sin(z) + 7e®
z,y) = y? + y(sin(z) — a?) (iv) f(z,y) = ze¥’/?

—~
—

~—

~
—~~

AUFGABE 91

Die Wellengleichung ist

Pw 0w

o = a2
wobei ¢ eine Konstante ist (die Ausbreitungsgeschwindigkeit). Man zeige dass die fol-
genden Funktionen diese Gleichung erfiillen.

(i) w = sin(x + ct) (iv) w = log(2x + 2ct)
(ii) w = cos(2z + 2ct) (v) w = 5cos(3z + 3ct) + e* T
(iii) w = sin(x + ct) + cos(2x + 2ct)

AUFGABE 92

Man bestimme eine Gleichung der Tangentialebene an den Graphen von f(z,y) =
22 — 3xy im Punkt mit z-Koordinate 2o = 1 und y-Koordinate g = 2.

AUFGABE 93

Man bestimme die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen von f(z,y) = xy
im Punkt (2,3,...).

AUFGABE 94

In welchem Punkt der Fliche z = 222 4+ 42 ist die Tangentialebene parallel zur Ebene
2z 4+ 2y + 2z — 10 =07

AUFGABE 95

Durch die Gleichung z = 2?+y? wird ein Rotationsparaboloid beschrieben. In welchem
Punkt dieser Fliche ist die Tangentialebene normal zum Vektor 7 = (-2, —4,1)?
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AUFGABE 96

In welchem Punkt der Fliche z = 22y + 22 — 212 ist die Tangentialebene parallel zur
Ebene 22 + 4y — 32+ 8 =07

AUFGABE 97

Man linearisiere die Funktion f(x,y) = 2% + y* + €*¥ an der Stelle (29, 0) = (1,0).

AUFGABE 98

Zwei Widerstdnde R; = 10, Ry = 20 sind parallel geschaltet (SI-Einheiten). Wie
dnder sich approximativ der Gesamtwiderstand wenn sich R; um +1 und Ry um —2
andert. Man verwende die lineare Approximation.

AUFGABE 99

Seien

Man bestimme F(t) = f(7(t)).

AUFGABE 100

Fiir
fam =t P0=(,1,).  FO=f70),

bestimme man %(t) durch

(i) Hintereinanderschaltung von f(z,y) mit 7 (¢) und nachfolgendem Ableiten und
(ii) durch die Kettenregel.

AUFGABE 101

Fiir die folgenden f(z,y), 7 (t), F(t) = f(7(t)) bestimme man 4E () mit Hilfe der
Kettenregel.

() flw,y)=a®+12+13,  T(t)= (2 COS&:))

2sin

@ e =+ 70 = (5T,

(i) f(z,y) =22y +ycos(z), T(t)= (2?5(475))'
AUFGABE 102

Im betrachteten Gebiet sei die folgende Temperaturverteilung gegeben:

T(z,y,2) = e **(17 + 2z — sin(y)).
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FEine Drohne fliegt durch dieses Gebiet auf einer Flughahn gegeben durch ihre Position
in Abhéngigkeit der Zeit:

cos(t)
7 (t) = | sin(t)

4Vt

Man bestimme die Temperatur- und die Temperaturinderung in Abhéngigkeit der Zeit
welche die Drohne auf ihrem Flug erfihrt.

AUFGABE 103
Man finde ?f(l, 0) fiir f(z,y) = 22 sin(5y).

AUFGABE 104

Man finde die Richtungsableitung von f(z,y) = 22y in die Richtung von ¥ = (1,2)
im Punkt (2,1).

AUFGABE 105

Man zeige dass die Richtungsableitungen in die Richtungen der z- und y-Achse den
partiellen Ableitungen entsprechen.

AUFGABE 106
Man bestimme ? f fiir die folgenden Funktionen.
@) f(z,y) =2 +y°
(11) f(;E?y) = z2i{1
(i) f(z,y,2) = sin(z)e? log(2)

AUFGABE 107

Fiir die folgenden Funktionen berechne man den Gradienten am gegebenen Punkt und
skizziere diesen Gradienten zusammen mit der Hohenline welche durch den gegebenen
Punkt verlauft.

(1) f(x,y) =Yy —-x, (271)
(i) g(z,y) = zy?, (2,-1)

AUFGABE 108

Fiir f(z,y) = 2% + zy + y? finde man im Punkt (—1,1) die Richtung in welcher die
Funktion am stirksten wéchst und die Ableitung in diese Richtung.

AUFGABE 109

Man berechne den Gradienten der folgenden Funktionen:

(i) f(z,y) =log(z* + ¢*) (iii) h(z,y,z) = 2°+y® —22°+zlog(x)
iv) k

(i) g(z,y) = 22+ 3y (iv) k(z,y,z) = \/ﬁ + log(zyz)
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AUFGABE 110

Fiir die folgenden Funktionen und Punkte finde man einen Einheitsvektor in die Rich-
tung, in welche die Funktion am stérksten wéichst und berechne die Ableitung der Funk-
tion in diese Richtung.

(i) f(x,y) = 2%y + e¥sin(y), (1,0),
(ii) g(z,y, z) = log(xzy) + log(yz) + log(xz), (1,1,1).

AUFGABE 111

Sei f(z,y) = 2 — 2y + y? — y. Man finde die Richtungen (Einheitsvektoren ?), in

welche

—~

i) D2 f(1,—1) am grossten ist, (ii) D= f(1,-1) =0,
(ii) D= f(1,—1) am kleinsten ist, (iv) D= f(1,—-1) = 4.

AUFGABE 112

Die Ableitung von f(x,y) im Punkt (5, —9) in die Richtung des Vektors (}) ist 2v/2

und in die Richtung des Vektors 0 ) ist —3. Man bestimme die Ableitung von f in

-2
die Richtung des Vektors (:;)

AUFGABE 113

Man finde eine kartesische Gleichung fiir die Tangente an die Ellipse
2
z 2
all -9
;Y
im Punkt (—2,1).

AUFGABE 114

Wir betrachten die Kugeloberfliche einer Kugel mit Radius v/3 und Zentrum am
Ursprung. Man finde eine kartesische Gleichung fiir die Tangentialebene an die Kugelo-
berfliche im Punkt (1,1,1).

AUFGABE 115

Die Gleichung %y = 4ze**¥ — 35 beschreibt eine zweidimensionale Fliche im dreidi-
mensionalen Raum. Man finde eine Gleichung der Tangentialebene an diese Fliche im
Punkt (3,-3,2).

AUFGABE 116

Wir betrachten f(x,y) = xy.

(i) Man skizziere die H6henlinien von f(z,y).

(ii) Man berechne den Gradienten von f(z,y) in den Punkten (£1,+1) und zeichne
die Gradientvektoren in diesen vier Punkten ein. Zudem zeichne man Kurven
welche senkrecht zu den Hohenlinien verlaufen.
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(iii) Man finde die kritischen Punkte von f(z,y) und klassifiziere diese beziiglich
Maximum, Minimum, Sattelpunkt oder nicht definiert.

AUFGABE 117

Sei f(z,y) = vy — 2% — y* — 20 — 2y + 4. Man finde und klassifiziere die kritischen
Punkte von f(x,y).

AUFGABE 118

Sei f(x,y) = 3y? — 2y> — 322 + 62y. Man finde und klassifiziere die kritischen Punkte
von f(z,vy).

AUFGABE 119
Sei f(x,y) = e +y* =4z Man finde und klassifiziere die kritischen Punkte von f(z,y).

AUFGABE 120

Sei f(z,y) = 22% — 42 +y* — 4y + 1. Man finde das absolute Maximum und Minimum
von f(z,y) im Gebiet im ersten Quadranten begrenzt durch z =0, y = 2 und y = 2z.

AUFGABE 121

Man finde das absolute Maximum und Minimum der Funktion f(z,y) = 2 + 4y? —
222y + 4 im Gebiet {(z,y) € R? : |z| < 1;|y| < 1}.

AUFGABE 122

Man finde das Maximum und Minimum der Funktion f(z,y) = zy auf der Ellipse
x2 y2 —
T+ 5 =1
8 2

AUFGABE 123

In welchen Punkten hat die Gerade y = 5 — 3x den minimalen Abstand zum Punkt
(—2,3)? Man lose die Aufgabe mit Hilfe der Methode der Lagrangemultiplikatoren.

AUFGABE 124

Man finde das Maximum und Minimum der Funktion f(z,y, 2) = x — 2y + 5z auf der
Kugeloberfliche 22 4 y? + 22 = 30.

AUFGABE 125

Man finde den kiirzesten Abstand der Fliche 22 — y? — 22 = 1 zum Ursprung.

AUFGABE 126

Die Temperatur an einem Punkt (z,y) einer Metallplatte ist T'(z,y) = 422 — 4xy +y>.
Eine Ameise bewegt sich auf der Platte auf einem Kreis mit Radius gleich 5 um den
Ursprung. Welches ist die grosste und kleinste Temperatur welche die Ameise auf ihrem
Weg erfihrt.
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AUFGABE 127

/ /R f(a, y)dA

f(z,y) =100 —62%y, R={(z,y) eR?:0<2<2-1<y<1}.

Man bestimme

mit

AUFGABE 128

//R x cos(2y)dA,

mit R = {(z,y) €R?:0< 2 < 1;0 <y < 7w/4}

Man bestimme

AUFGABE 129

Man bestimme die folgenden Integrale: (Erinnerung: [a,b] x [c,d] = {(z,y) € R? : a <
x<bec<y<d}).

i) //R()‘a?deA, R=1[2,4] x [1,2],

(
(ii) // (2 — 4y%)dA, R =[-5,4] x[0,3],

(iii) // 2%y + cos(mx) + sin(my))dA, R =[-2,—1] x [0,1],

(iv) //Rwd/l, R=10,1] x [1,2]

(v) //RxexydA, R=1[-1,2] x [0,1]

AUFGABE 130

Iy = —// xydA,
Q

wobei € die Teilmenge der z-y-Ebene im ersten Quadranten ist, begrenzt durch den
Graphen von y = x und den Graphen von y = y/x. Man fiihre die Berechnung mit
beiden Integrationsreihenfolgen durch.

Man bestimme

Yy y=2x
‘ y=vr

> T
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AUFGABE 131

Wir betrachten ein Prisma mit Grundseite in der z-y-Ebene, begrenzt durch die z-
Achse und die Linien gegeben durch y = x, x = 1. Die Deckfliche des Prismas ist gegeben
durch z = 3—z—y. Man bestimme das Volumen dieses Prismas unter Verwendung beider
Integrationsreihenfolgen.

AUFGABE 132

Man bestimme die folgenden Integrale in den entsprechenden Gebieten:
(i) // 6%(114,Q:{(m,y)ERQ:1§y§2;y§x§y3}.
Q

(i1) // (4zy — y3)dA, Qist die Teilmenge in der z-y-Ebene, begrenzt durch y = /z
Q

und y = 3.

AUFGABE 133

Man berechne die folgenden Integrale indem man die Integrationsreihenfolge dndert:

3 r9 3
(1) / / z3e¥ dyde,
0 Jz2

8" 2
(ii) / / Vit + 1dzdy.
0o Ju

AUFGABE 134
Man berechne das Volumen des Kérpers welcher durch die Flichen z = 6 — 522,
y=2x,y =2, x=0und der z-y-Ebene begrenzt wird.
AUFGABE 135
Man berechne das Volumen des Korpers, welcher durch die vier Flachen 4x+2y+ 2z =
10, y = 3z, 2 = 0 und = = 0 eingeschlossen wird.
AUFGABE 136
Man berechne das Volumen des Kérpers, welcher durch die Schnittmenge der Zylinder
22 +y? = 4 und 2% + 22 = 4 eingeschlossen wird.
AUFGABE 137

Man berechne das Volumen welches durch die Flichen z = 22452 und z = 16 begrenzt
wird.

AUFGABE 138

Man berechne das folgende Integral indem man auf Polarkoordinaten transformiert:

1 py/1—92
/ / cos(z? + y?)dxdy.
o Jo
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AUFGABE 139

Man bestimme die Fliche innerhalb von r(p) = 2¢p fiir ¢ € [0, 27].

AUFGABE 140

/ / ¢V dady,
Q

Q={(z,y) €ER?*: -1<2<1,0<y<V1-— a2}

Man bestimme

wobel

AUFGABE 141

Man schreibe die folgenden Integrale (oder Summe von Integralen) um in ein Integral
in kartesischen Koordinaten. Man werte die Integrale nicht aus.
w/2 rl
(i) 3 sin(y) cos(p)drdye

0 0
w/4 2/ cos(p)
(ii) / / 75 sin’ (@) drdyp

0 0
arctan(4/3) 3/ cos(p) /2 4/ sin(y)
(iii) / / rdrdp + / / rTdrdg
0 0 arctan(4/3) J0

AUFGABE 142

Wir betrachten ein zylindrisches Glas mit Durchmesser d und Héhe H. In den fol-
genden Teilaufgaben sollen alle gefragten Volumen mit Hilfe eines Doppelintegrals in
Polarkoordinaten berechnet werden. Man beachte den Hinweis am Ende der Aufgaben-
stellung.

(i) Das Glas sei voll. Man berechne das Volumen der enthaltenen Fliissigkeit.

(ii) Das Glas wird so weit abgekippt (und somit ausgeleert) bis die Oberfliche der
Fliissigkeit auf der einen Seite den Boden des Glases beriihrt. Man berechne das
Volumen der Fliissigkeit welche sich noch im Glas befindet.

(iii) Das Glas wird weiter abgekippt, bis die Fliissigkeit den halben Boden des Glases
freigibt. Man berechne das Volumen der Fliissigkeit welche sich noch im Glas
befindet.

Hinweis: Es ist von Vorteil das Koordinatensystem fest verbunden mit dem Glas und den
Ursprung im Zentrum des Bodens zu wahlen. Die Fliissigkeitsoberfliche ist dann eine
Funktion der beiden Koordinaten in der Ebene und wird am besten zuerst in Abhéngig-
keit von z-y-Koordinaten formuliert und dann auf Polarkoordinaten umgeschrieben.

AUFGABE 143

Der Querschnitt €2 einer Polygonwelle ist gegeben durch die folgenden Ausdriicke in
Polarkoordinaten:

0 <r(p) <12+ cos(3¢p), 0<y<2m.

(i) Man skizziere den Querschnitt 2 der Polygonwelle in der z-y-Ebene.
(ii) Man bestimme den maximalen und minimalen Radius der Polygonwelle.
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(iii) Man berechne den Facheninhalt || des Querschnitts der Polygonwelle. Hinweis:

cos?(#) = %(1 + cos(20)).

AUFGABE 144

Wir betrachten das laminare Geschwindigkeitsvektorfeld des quer angestromten Kreis-
zylinders in der z-y-Ebene. Dieses ist gegeben durch

T = Vo

wobei das Potential ¢ in Polarkoordinaten gegeben ist durch
2

o(r,p)=U (r + i) cos(ip).

Hier ist U > 0 eine Konstante (Betrag der Anstromgeschwindigkeit) und R > 0 der
Radius des Zylinders (auch eine Konstante). Das Potential besitzt nur Gultigkeit fiir
r> R.
(i) Man schreibe das Potential ¢(r, ) als Funktion der kartesischen Koordinaten
x und y.

(ii) Man bestimme die Geschwindigkeit o' (z, ).

(iii) Man bestimme die Punkte auf dem Zylinder, i.e. bei 2 4+ y?> = R?, in welchen
die Geschwindigkeit den grossten resp. kleinsten Betrag besitzt. Wie gross ist
der Betrag der Geschwindigkeit in diesen Punkten?

Hinweis: Man betrachte den Betrag der Geschwindigkeit zum Quadrat und finde
die Extremalstellen fiir diese Grosse.

AUFGABE 145
Man bestimme das polare Flichenmoment I, des folgenden Querschnittes:

Y

Q
i > T
R
AUFGABE 146
Wir betrachten die folgenden beiden Querschnitte:
) Y

D :
N
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Der Kreis des linken Querschnittes besitzt Radius R. Im rechten Querschnitt betréagt das
Verhéltnis zwischen der Wandstérke und dem Aussenradius 1/4. Die Querschnittsfliche
links und rechts ist gleich. Man bestimme das Verhéltnis der polaren Flichenmomente
der beiden Querschnitte.

AUFGABE 147
Gegeben ist der folgende Querschnitt 2
)

A

Man bestimme

(i) die axialen Flichenmomente beziiglich den Koordinatenachsen: I, I, Iy,
(ii) die Fliache || und die Schwerpunktskoordinaten (z,ys) des Querschnitts 2,
(iii) die axialen Flichenmomente beziiglich dem Koordinatensystem durch den Ur-
sprung: Ips, Lys, Lpys (die Richtung der Koordinatenachsen soll die selbe sein
wie die der oben gegebenen Koordinatenachsen, i.e. keine Drehung).

AUFGABE 148
Man bestimme I, und I, fiir den folgenden Querschnitt:

Y

A

r |__{a

AUFGABE 149

Man berechne

[x://deA Y
Q

fir den folgenden quadratischen Quer-
schnitt €2
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AUFGABE 150

Man bestimme das Flachenmoment

I, = // deAa
Q

fir den untenstehenden Querschnitt §2:

Hinweise:

(1) Der Querschnitt €2 ist rotationssymmetrisch (Rotation um den Ursprung) mit
einem Rotationswinkel von 7.

(ii) Satz von Steiner: Bezeichnet I, das Fliachenmoment eines Querschnitts Q be-
ziiglich dem z-y-Koordinatensystem, so ist

Ixs — I:E - y§|Q‘a

das Flichenmoment beziiglich einem Koordinatensystem, welches parallel zum
z-y-Koordinatensystem und durch den Schwerpunkt des betrachteten Quer-
schnitts verlduft. Die Schwerpunktskoordinaten werden mit (x5, ys) bezeichnet
und |Q| bezeichnet die Querschnittsflache.

(iii) Fiir Q = [-b/2,b/2] x [~h/2,h/2] gilt I, = bh3/12.

AUFGABE 151

Fiir die folgenden Funktionen finde man das Taylorpolynom dritter Ordnung an der
Stelle xy.

(i) f(z)=e€** 20=0 (vi) f(z)=V1—z,20=0
(ii) f(x)=log(x), xog =1 (vil) f(x) =2t =223 — 5z +4, 19 =0
(iii) f(x) = lfg(l +x),20=0 (viii) f(z) = z* — 22° — bx + 4,
(V) f(@) =~ w0 =2 =T
1 (ix) f(z) = ;19 =0
v) f(z) = ,20=0 r+1
W) =g () f(z) = sin(z), 70 = T

AUFGABE 152

Man bestimme das Taylorpolynom 6. Ordnung im Punkt x¢ = 0 fiir die Funktionen

(i) f(z) = sin(z),
(i) g(x) = cos(z).
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AUFGABE 153

Gegeben ist die Funktion
1
Man bestimme das Taylorpolynom 4. Ordnung von f(z)
(i) im Punkt 29 =0,
(ii) im Punkt 2o = 1.

AUFGABE 154
Man bestimme das Taylorpolynom 3. Ordnung fiir die Funktion
flz) = (1+a)*?

im Punkt xy = 3.

AUFGABE 155

Wir betrachten die Funktion f(x) =log(1 + z) und den Punkt z¢ = 0.

(1) Man bestimme das Taylorpolynom 2. Ordnung pa(x) an der Stelle .
(ii) Man bestimme das Restglied Ra(z).
(iii) Man bestimme eine obere Schranke fir |Ro(x)| im Intervall [0,1/2].

AUFGABE 156
Die Funktion f(x) = sin(x) wird durch das Taylorpolynom 3. Ordnung an der Stelle
xo = 0 approximiert. Man finde eine obere Schranke fiir den Fehler dieser Approximation
im Intervall [—7/2,7/2].
AUFGABE 157
Man zeige durch Reihenentwicklung bis zur vierten Ordnung, dass gilt

sin’(z) + cos?(x) = 1.

AUFGABE 158

Man zeige

an Hand der Reihenentwicklung.

AUFGABE 159

Das Taylorpolynom zweiter Ordnung einer Funktion f(z) bei x = ¢ wird quadratische
Approzimation genannt. Fiir die folgenden Funktionen soll die quadratische Approxima-
tion bei g = 0 berechnet werden.

(i) f(w) = IOg(COS(x)) (ii) f(a:) — esin(x)
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AUFGABE 160

Man benutze die Taylorreihe von e® bei x = a um zu zeigen dass

e”fzea<1+(xa)+(x;!a)2+...).

AUFGABE 161
Wir betrachten die Funktion
f(z,y) =e"Vy.

Man finde eine Abschétzung von f(0.01,24.8). Hinweis: Man linearisiere die Funktion
f(x,y) an einem geeigneten Punkt (xg,yo)-

AUFGABE 162

Man finde approximativ einen numerischen Wert fiir den Ausdruck
sin(0.01) cos(0.997).
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LOSUNGEN ZU DEN AUFGABEN

LOSUNG 7ZU AUFGABE 1
Es gilt jeweils C' € R.

i) F(z) =42+ C (vi) F(z) = 1e'*+C

(i) F(z) =222+ C (vii) F(z) = 72"t +C
(iii) F(z) =2>+ Tz +C (vili) F(z) = —sin(z) — cos(z) + C
(iv) F(z) = 3log(z) +C (ix) F(z) = §sin(2z) +C

(v) F(x) =2+ C

LOSUNG ZU AUFGABE 2

(i) F(x) = —cos(mx) + C

(i) X(f)=7f"+C
(iii) H(t) = —3e 2+ C

)

)
(iv) ¥(v) = 3sin(v/3) + C
LOSUNG ZU AUFGABE 3

(i) F(z) =log(z+1)+C (ili) F(z) = 3 arctan(2z) + C
(i) F(z) = —%cos (22— %) +C (iv) F(z) = —e!* +C

LOSUNG zZU AUFGABE 4

Wir benutzen die Definition der Betragsfunktion, i.e.
—x fir xz <0,
f(x)_|m|_{ xz fiirz > 0.

Wir erhalten somit fiir die Stammifunktion
2 .

_f —2*/2 firx <0,
F(x)_{ z?/2  fiir x > 0.

ozl
= —X|x].
2

LOSUNG ZU AUFGABE 5
s(t) = Lat? + vt + so.

LOSUNG ZU AUFGABE 6
s(t) = —gptt + $t3 + 2 + 5t + 3.

LOSUNG ZU AUFGABE 7
s(t) = dert 41— 4.

LOSUNG ZU AUFGABE &

(i) Wir bezeichnen den Ruck mit r(¢). 7(0) = 10, r(3) = 12 — 2e~3.
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(ii) s(t) =2e~" 'm+ 233 + 3623 + 1m,
v(t) = —2e7 0 4+ 623 + 6t
a(t) =2e' B +12t3 4 613

LOSUNG ZU AUFGABE 9

Wir haben s(t) = —t? + t + 16. Dies ist die Position in Abhiingigkeit der Zeit. Auf-
getragen als Funktion ist es eine nach unten gedfinete Parabel. Der Kérper bewegt sich
somit zuerst nach oben bis zum Scheitelpunkt der Bewegung und danach wieder nach
unten. Der Scheitelpunkt befindet sich bei s(1/2) = 16.25 und wir haben s(3) = 10. Der
zuriickgelegte Weg ist somit gleich 6.5.

LOSUNG ZU AUFGABE 10
s(t) = grot® + Zaot® + vot + so.

LOSUNG zU AUFGABE 11
s(t) = 5t* +t+11/12.

LOSUNG zU AUFGABE 12

Man beachte dass der Anstieg im v(t)-Verlauf quadratisch und im s(¢)-Verlauf zuerst
kubisch (fiir zwei Zeiteinheiten) und dann quadratisch ist.

LOSUNG ZU AUFGABE 13

Wir unterteilen das Intervall [0,1] in n gleichlange Teilintervalle. Die rechten Rand-
punkte dieser Teilintervalle sind dann gegeben durch >, i =1,2,..., n. Fiir die Obersum-

me sind diese rechten Randpunkte auch die £&-Werte, i.e. & = % Somit folgt f(&;) = (%)2
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Somit haben wir

<<i>+ @* (2)++ <Z)2>

wobel wir von der dritten zur vierten Zeile den Hinweise verwendet haben. Somit haben

limgnzlim1 1+l 2+l :1.

1

1

/ 22dr = ~.
0 3

LOSUNG zZU AUFGABE 14

WwI1r

Le.

(i) Si=-1/4, (i) S4=7/4, (i) S4=5/8.

LOSUNG ZU AUFGABE 15
(i) 4, (ii) 3.

LOSUNG ZU AUFGABE 16
(i) 0, (ii) 9/4, (iii) 1

LOSUNG ZU AUFGABE 17

(1) Wir haben a = 0, b = 2, (b — a)/n = 2/n. Die Intervallgrenzpunkte auf der
x-Achse bei n Teilintervallen sind gegeben durch

T = 1i—, 1=0,1,2,...,n.
n
Die ¢’s sind somit gegeben durch
§i=w1=1i—, i=1,2,...,n.
n

Die Riemannsche Obersumme n-ter Ordnung ist somit gegeben durch

n

- n n 3 n
R M GEEY WEE M (I I 3
=1 =1 =1

n
i=1

Wir verwenden die Formel aus dem Hinweis und erhalten

- 16 1, »  An+1)? 1\?

111



Wir erhalten das Integral durch den Grenziibergang
2
/ 22dr = lim Sh
0 n—oo

1\ 2
zlim4<1+> =4.
n—o00 n
2 4
/x?’dw:x
0 4

LOSUNG ZU AUFGABE 18

(1) Hz-10+C (%ii) —5(2—bx)t+C

LOSUNG zU AUFGABE 19
(i) cos(l—z)+C (iv) log(2z+1)+C

(i) z4+e*+C 2 o
(i)  + log(z) + C (( ; Z(le ff)ls/z L

LOSUNG zU AUFGABE 20

(i) e (v) S +t+C

(i) —co ( n+C (vi) letsin@) 4 C
(iii) 3log(t*+1)+C (vii) 2 arctan(y/2) + C
(iv) @ 2 L ¢ (viii) av1+2+C

LOSUNG zU AUFGABE 21
Folgende Ausdriicke jeweils mit C € R.

i) Fz+1)+C (iv) 2F(x/2) +C
(i) $F(2z) +C (v) 3F(z*) +C
(iii) —1F(1 —4z)+C (vi) ef® 4 C

LOSUNG ZU AUFGABE 22
Jeweils mit C € R.

(i) izt +2%+22+C (iii)

- n(2t) +C
(i) log(z) + % +C (iv) % — 4

— 2 +1x)+C
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LOSUNG ZU AUFGABE 23

Beispielsweise:

1 t<1
Flr)={ —t*+2t 1<t<15
—t+9 15<t

LOSUNG zZU AUFGABE 24
S6 =53+ V3), Sg = 5(1+V3).

LOSUNG ZU AUFGABE 25
f_ll f(z)dz = ff’l Odx + f(?(l/Q)da: + fol ldz = 1.

LOSUNG ZU AUFGABE 26
-1 i 0 _1.210 _ 1
fo mdx——f_lxdm— —5T !_1 =3

LOSUNG ZU AUFGABE 27

(i) 0
(i) V3/2 (iv) (e—1)/e

(i) V2 +1 (iii) 25
(ii) — sin?(t) (iv) 0

LOSUNG ZU AUFGABE 29

Die Schnittpunkte der Graphen sind bei x = —3,1. Wegen f(0) = 0 < 3 = ¢(0) folgt
dass im Intervall [—3,1] f(z) < g(x) gilt. Die Fliche ist

B 1 B B 1 B s B _g
A—/_g(g(:z:) f(x))dx—/_3(3 % — = ... = .

LOSUNG zZU AUFGABE 30
10/3.

LOSUNG zU AUFGABE 31
64/3

LOSUNG ZU AUFGABE 32
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(i) Das Gebiet D ist ein Quadrat. Der Graph y = 3 verliuft durch den Punkt
(1,1):

y y==z

1 S

[ 1 7
(ii) Wir berechnen den Fldcheninhalt unterhalb des Graphen, i.e. zwischen dem
Graphen und der z-Achse:

L, 1
A—/ 22dr = ~.
0 4

Somit ist der Flacheninhalt oberhalb des Graphen 1 — % = %.
(iii) Wegen (ii) erwarten wir dass a > 1. Somit schneidet der Graph y = az?® die
obere Seite des Quadrats (siehe untenstehende Grafik). Die z-Koordinate des
Schnittpunkts des Graphen mit der Quadratseite ist gegeben durch 1 = ax®.

Daraus folgt x = % Die Fliche zwischen dem Graphen y = az® und der
oberen Quadratseite ist

1
L 3
Ve 5 A\ |[VE 1 1 3
1-— der = —a— = - = :
/0 (1 - az”)dz (x “4)0 Ja 4ya  49a
Diese Flache muss nun 1/2 betragen, i.e. wir haben die Gleichung
3 1

4¥a 2
Daraus folgt

1 2 : 27
== ie a=—.

a3 " 8

Die Situation ist in der folgenden Grafik eingezeichnet:

LOSUNG ZU AUFGABE 33
T+e /2.

LOSUNG ZU AUFGABE 34
64/3.
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LOSUNG ZU AUFGABE 35
142/3

LOSUNG ZU AUFGABE 36

22 -2

LOSUNG zU AUFGABE 37
A=[5(w+1) - (39° = 3)) dy =18

LOsuNG zu AUFGABE 38
A= [? (=g + 10— (y—2)?) dy = 64/3.

LOSUNG zU AUFGABE 39
78w /5

LOSUNG ZU AUFGABE 40
5127/21

LOSUNG ZU AUFGABE 41

Die Schnittpunkte der Graphen sind bei z = 0, 3, dies sind somit auch die Integrati-
onsgrenzen. Die Querschnitte parallel zur y-z-Achse sind Kreisringe. Der innere Radius
ist 4 — 2 und der dussere Radius ist 4 — (22 — 2x) = —22 + 22 + 4. Die Querschnittsfliiche
ist somit A(z) = 7 ((—2% + 2z +4)? — (4 — 2)?) = n(a* — 42® — 52* + 24z) und das
Volumen ist

V= / " A(w)ds

3
= / w2zt — 423 — 522 + 24x)dx
0

=...=1531/5

LOSUNG ZU AUFGABE 42
967 /5

LOSUNG ZU AUFGABE 43
2m2 Rr?

LOSUNG ZzU AUFGABE 44

Wir setzen den Koordinatenursprung in das Zentrum der Linse. Wir betrachten den
ersten Quadranten. Der Kreis ist gegeben durch (z — 6)? + y? = 25. Somit liegt der
Querschnitt zwischen y = 0 und y = 3 fiir 0 < 2 < 1 und zwischen y = /25 — (z — 6)?
und y = 3 fiir 1 < z < 2. Wir berechnen das Volumen als zweimal das Volumen der
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rechten Halfte:

1 2 2 801
V=2 w/ 32dx+7r/ (3= (25— (z — 6)?)) da :27r<9+/ (352—12:1:+2O)d:z>:3.
0 1 1

Zylinder Kugelnegativ

LOSUNG ZU AUFGABE 45

5(e—1/e)
LOSUNG zU AUFGABE 46
Wir haben
Gy L
dx 4 2

Somit folgt

)T 16 2 24 16 2 24 \4  22)

Somit ist die Bogenlénge

3 1 4
X
—Jdz=(=—-=)| =...=6.
+ x2> v (12 x>
LOSUNG zZU AUFGABE 47
3
3. .2 27 1 _ 26
) Jye dw—%l 3373
( i) Wir haben T“ = % Die Funktion ist steigend, wir wéhlen somit die &’s am

rechten Rand der Teilintervalle: £ =1 + %z Es folgt f(&) = & = (1 + %2)2 =
1+ % + %2. Fiir die Obersumme gilt

n n
=N 14 = i 2
AP ZZ + 5> i
i=1 =1 =1
8 n(n+1) 81
4 1
—2+4++<1+> <2+>
3 n
Somit folgt
.5 8 26
nh_}ngosn —2—1—4—|—§ =3
(iii) Fiir die Untersumme wéhlen wir die £’s am linken Rand: § =1 + %(z —1). Es

gilt somit

e = (1+26-1)

116



2 4 4\ 2/4 8\x=. 8 <=,
) n G ) e

8 8 2(4 8>n(n+1)+4 (n+1)(2n+ 1)

n
n n? 2 3n3

8 8 8 1 4 1 1
—2—+2+<4—)<1+)+(+>(2+>.
n n n n 3 n n

Somit folgt

2
lim Sn:2+4+§:—6.

n—oo 3
LOSUNG ZU AUFGABE 48

(i) gtz + € (i) 0@ 4 ¢ (iii) log(24®—52+6)+C

LOSUNG zU AUFGABE 49
Substitution jeweils in eckigen Klammern.

(i) 2(62° +5)4+ C [u = 62° + 5] (v) —3V1—422+ C [u=1— 427
(ii) sin(w — log(w)) + C [u = w — (vi) —2(2—cos(1—2))°+C [u=2—
IOg(EU)] cos(1 —z)]
(iii) 3e® Y + O [u = 4y® — o (vii) g5sin'!(3z) + C [u = sin(3z2)]

(iv) —125(3—102%)°+C [u = 3—102?|
LOSUNG zU AUFGABE 50
— cos(x) + % cos®(z) + C

LOSUNG zU AUFGABE 51

(i) $(log(z))? + C, (i) 2v/x + 1(z — 5)

LOSUNG zU AUFGABE 52
Substitution jeweils in eckigen Klammern.

(1) %emQ + O [u = 2?] (iv) tlog(2? + 1)+ C [u =22 +1]
(ii) —%_H cos"1(s) + C [u = cos()] (v) g(u+ 132 4 C [w=u*+1]
(iii) arctan(log(x)) + C [u = log(x)] (vi) log(1 +¢”) +C [u =1+ ¢"]
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LOSUNG ZU AUFGABE 53

Substitution jeweils in eckigen Klammern.

(i) 2log(5y +4) + C [u = 5y + 4] (iii) — 10(5y2+4) +C [u = 5y? + 4]
(ii) 1% log(5y” +4) + C' [u = by* + 4] (iv) 2\[ arctan ( )+C [u = v/5y/2]

LOSUNG ZU AUFGABE 54

(i) —zcos(z) +sin(z) + C (iv) 2zsin(z) — (2® - 2) cos(z) + C
(i) % (log(z) = 3) +C (v) 3(log())*+C
(i) 2(1+ )%z - £(1+2)"%+C (vi) 2vz+1(z—5)+C

LOSUNG zU AUFGABE 55

1) Ist echt gebrochen. z© — 1 = araus folgt 1 =1, o =
'IhgbhgloD folg 1, —1.

Ansatz ist m = +1 + L Multipliziert mit dem Nenner ergibt x =

Alx —=1)+ Bz +1).
Aus x =1 folgt 1 =2B,ie. B = % Ausx = —1folgt —1=—-2A4,1ie. A= 3
_ 1 1
Zo1 = 2@ T 2o
(ii) Der Ansatz lautet

1'2 +x+1 A1 A2 A3 B
— + + + )
(x—=13(x-2) z—-1 (xz—-1)2 (z—-13 =x-2
Multiplizieren mit dem Nenner ergibt die Gleichung

P rr+1=A(z—-1)*(z—2)+ As(x —1)(z —2) + A3(z — 2) + Bz — 1)3.

Einsetzen von z-Werten (oder Koeffizientenvergleich) ergibt A; = —7, Ay = —6,
Az = —3, B =7 und somit

?+z+1 7T 6 3 LT
(x—13x-2) -1 (z—-12 (z2—-13 2z2-2

LOSUNG ZU AUFGABE 56

(i) 322 + 2+ 3log(z —1) + C.
(ii) —=25 — 2log(z — 2) + 2log(z — 1) + C.

LOSUNG ZU AUFGABE 57

(i) 3log(z —1) — 3log(z +1)+C
(ii) —3log(z) +log(x + 1) +2log(x — 1) + C
(i) 3log(z —2) —3log(z — 1) + -2; + C
(iv) L —3log(z) + 3log(z — 1)+ C
v) 8log(x +4) — 6log(z +3) + C
(vi) —% log(x) + %log(:c +1)+ % log(z —2) — ﬁ +C
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LOSUNG ZU AUFGABE 58

. b
V:ﬂ'flooﬁdx:ﬂ'hmbg)oofl r%dx:...:m

LOSUNG ZU AUFGABE 59

(i) 2, (ii) .

LOSUNG ZU AUFGABE 60

(i) 6 (iv) 1/2 (vii) 1/4
(i) —1/4 (v) 1
(iii) divergent (vi) divergent

LOSUNG zU AUFGABE 61

(i) f(x) ist eine gerade Funktion, i.e. f(—x) = f(x), somit haben wir

/_2f(x)dx:/_if(ax)dx—k/oaf(aw)dx
—4 f(x)deré f(@)da
:/0 f(—u)du—i—/o f(@)da
:/afudu+/afxdx
/f da:+/f /()d:v.

(ii) f(z) ist eine ungerade Funktion, i.e. f(—x) = —f(x), somit haben wir

/af dx—/af da:—i—/ f(@
_/Oa f(a;)d:v—i—/o f(z)dx
_/Oaf(—u)dqu/Oaf(x)dﬂf
_/Oaf(u)du—i—/oaf(x)dx
_/Oaf(x)d:c+/0af(w)dx=

LOSUNG ZU AUFGABE 62

(i) 1 —5e? (i) 2log(2) — 2
(i) 2 (iv) 3log(27) — 6
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LOSUNG ZU AUFGABE 63

~—
—
S—
Ll ST

(e—1) (iii) 0
1
3

LOSUNG ZU AUFGABE 64

(i) Einsetzen von t = 0 in v(t) ergibt v(0) = 10. Ableiten ergibt
10

I —

)= ~@yrasie

Somit folgt a(0) = —20.
(ii) Die Hohe in Abhéngigkeit der Zeit ist gegeben durch

t t 10 t 10 10 |t 10
h(t) = ds= | ———ds= ds = — =——— 410
®) /Ov(s)s /Os2+2s+18 /0(s+1)28 s+1lo 1t+17L ’

wobei wir die Anfangsbedingung s(0) = 0 verwendet haben. Somit ist die ma-
ximal erreichbare Hohe

(2t +2)

H = lim h(t) = 10.

t—o00

(Diese Hohe wird allerdings in endlicher Zeit nicht erreicht).
(iii) Wir suchen ¢*, so dass

i.e. so dass

10
— ——+10.
5=y 10

Es folgt ¢t = 1. Die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 1 ist v(1) = 2.5.

LOSUNG ZU AUFGABE 65

(1) Die wirkende Kraft ist konstant. Sei m die Masse des Korbes mit Inhalt und sei
g die Gravitationskonstante. Wir haben

b 20 20
W= / F(z)dz= | mgdz= / 50 - 10dz = 10000.
a 0 0

i1) Wir bezeichnen die Lange des hingenden Kettenstiicks mit I(z) und die Masse
g g
pro Meter Lénge der Kette mit p. Wir haben [(z) = 20 — z und somit folgt

20 20
W = /0 (mg +1(2)pg)dz = /0 (50-10+ (20 — 2)1 - 10)d=

= (500 + 200z — 527) |2 = ... = 12000.

LOSUNG 7zU AUFGABE 66
(i) Wir haben v(t) = 5e~2 + C1. Mit v(0) = 10 folgt Cy = 5, i.e. der Geschwindig-
keitsverlauf ist

v(t) = 5e 2 + 5.
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ii) Wir haben s(t) = —2e 2 4 5t + Cy. Mit s(0) = 0 folgt Cy = 2, ie. der
2 2
zuriickgelegte Weg in Abhingigkeit der Zeit ist

b} )
S(t) = —56_2t + 5t + 5

LOSUNG zU AUFGABE 67
Alle Resultate folgen mit dem Fundamentalsatz.
(1)
(a) arccos(t), (b)  4sin(4t).
(ii) Die Flache des Halbkreises unterhalb von y = f/(z) ist 8w. Es folgt

4
87 = / f(a)dr = £(4) = F(=4)

wobei die erste Gleichung aus dem Flidcheninhalt unter dem Graphen y = f/(z)
folgt und die zweite Gleichung aus dem Fundamentalsatz. Mit f(4) = 7 folgt

f(—4) =7 — 8.

LOSUNG ZU AUFGABE 68

(i) 0,0, 58, 33
(ii) v3/2, —=1/v/2, 1/v/2, —1

LOSUNG ZU AUFGABE 69
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={(z,y) : z* +y* > 16,2 > 0,y < 0},

x2+y2:16

LOSUNG zU AUFGABE 70

Die Gleichung aus dem Hinweis bekommt man durch Pythagoras. Quadrieren dieser
Gleichung ergibt

222 +y? + )+ 2/((z — )2 + ¥2)((z + ¢)2 + y?) = 4d®.
Umstellen, so dass die Wurzel alleine auf der rechten Seite der Gleichung steht und
quadrieren ergibt
16a* — 1602 (2> + v + ) +4(2® + 1? + A)? = 4(2? — 2cx + A + ) (22 + 2cx + 2 + 7).
Kiirzen ergibt
16a* — 16a*(2* 4+ y* + c2) + 1622%¢% = 0.

2

Einsetzen von ¢ = a? — b? und kiirzen ergibt

b2x? + a2y2 = b%a>.

Division durch a?b? ergibt die Ellipsengleichung
2 2
!
a b2

LOSUNG zU AUFGABE 71
(1) Mit z(t) = acos(t), y(t) = bsin(t) finden wir

z(t)? t)?

@, vt

a b2

dies ist die Gleichung einer Ellipse am Ursprung mit Halbachsen a und b. Die
Halbachsen sind parallel zu den Koordinatenachsen.

(i)

=1,

7= (S5 hal). ost<on

LOSUNG ZU AUFGABE 72
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() D={(z,y):y>2+2} (i) D = {(z,y): 2> -1 <y < 2?41}

Y 2
=x°+1
Y Y y:;]}Q—l
A
D l .
- (iv) D={(z,y): (2> =4)(y* = 9) > 0}
Y
$:—2 4 x:2
(i) D={(z,y) -y # a5y # 2%}
y=3
Y
/y:l'3
i D
D L y=u .-
PAeae //’/// >z
,/////’ y:—3

LOSUNG ZU AUFGABE 73

(i) Gleichung: z = 2. Dies ist eine horizontale Ebene (Normalenvektor 77 = (0,0,1))

durch den Punkt (0,0, 2) (dies ist der Schnittpunkt der Ebene mit der z-Achse).

(ii) Gleichung: y+2z = 2. Dies ist eine Ebene mit Normalenvektor 77 = (0, 1,1) durch
den Punkt (0,0,2) (dies ist der Schnittpunkt der Ebene mit der z-Achse).

(iii) Gleichung: 3z + 6y + 4z = 12. Dies ist eine Ebene mit Normalenvektor 7 =

(3,6,4) durch den Punkt (0,0, 3) (dies ist der Schnittpunkt der Ebene mit der
z-Achse).

LOSUNG ZU AUFGABE 74

(i) Mit y = 0 erhélt man z = V22, Fir z > 0 ist dies z = z. Rotiert um die
z-Achse ist dies ein halber Kegel mit Kegelspitz im Ursprung, Kegelachse ist
die z-Achse, der Kegel ist nach oben (richtung positiver z-Achse) geoffnet.
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(ii) Mit y = 0 erhilt man die Parabel z = 2. Rotiert um die z-Achse ist dies ein
Rotationsparaboloid. Sind (wie in den folgenden Grafiken) keine Achsen einge-
zeichnet, wird davon ausgegangen dass die z-Achse nach vorne links, die y-Achse
nach vorne rechts und die z-Achse nach oben zeigt.

LOSUNG ZU AUFGABE 75

(1)-(f), (i)-(c), (ii)-(h), (iv)-(d), (v)-(a), (vi)-(g), (vii)-(b), (viii)-(i), (ix)-(e).

LOSUNG ZU AUFGABE 76

(i) z=0ergibt y =0, z = 0.5 ergibt y = 0.5z, z = 1 ergibt y = x und z = 2 ergibt
y = 2x. Diese vier Geraden sind somit die gesuchten Héhenlinien.

(ii) y =0 ergibt z =0, y = 1 ergibt z = 1/x, y = 2 ergibt z = 2/x und y = 3 ergibt
z = 3/x. Diese vier Kurven sind die gesuchten Schnittkurven.

Yy z
A y:2x y:x A
y = 0.5x
z=3/x
z=2/x
y=0 2 =0 z=1/x
> T >
LOSUNG ZU AUFGABE 77

LOSUNG ZU AUFGABE 78
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(i) Die Hohenlinien von f(z,y) sind fiir z > 0 Ellipsen mit grosser Halbachse 3./z
(entlang der x-Achse) und kleiner Halbachse 2,/z (entlang der y-Achse). Die
Hohenlinie zu z = 0 ist der Punkt (0, 0).

(ii) Quadratisches Ergénzen liefert

1, 2 1,
= Zg?—Zx4- 2
g(z,y) = g2° — go+ 1y +y+
1 1
= g(@® = 62) + 1 (v" +y) +2
1 1
:5((95—3)2—9)+1((y+2)2—4)+2
_32 22
_E@=37 @+2)7
9 4

Somit sind die Hohenlinien von g(x,y) dieselben Ellipsen wie bei (i) (und im
Fall z = 0 der Punkt (3,—2)), jedoch in z-Richtung um 3 und in y-Richtung
um —2 verschoben.

In der folgenden Figur sind Hohenlinien fiir z € {0,0.25,0.5,0.75,1} gezeichnet. Die
Hohenlinie durch den Punkt (3,0) ist jeweils die grosste Ellipse.

y
(i) (i)

> <

N\
Y

LOSUNG ZU AUFGABE 79

(i) D = R? (i.e. die gesamte z-y-Ebene), W = R, die Hohenlinien sind Geraden
y—x=0C.

(ii) D = R?, W = [0,00), fiir z = 0 ist die Hohenlinie der Ursprung, fiir z >
0 sind die Hohenlinien Ellipsen mit Zentrum gleich dem Ursprung und den
Hauptachsen entlang den Koordinatenachsen.

(ili) D = {(z,y) € R? : 2% +y? < 16}, W = [1, 00), die Héhenlinien sind Kreise mit
dem Ursprung als Zentrum und Radius r < 4.

(iv) D = R?\{(0,0)}, W = R, Hohenlinien sind Kreise mit dem Ursprung als Zen-
trum und Radius r > 0.

v) D = {(z,y) e R? : -1 < y—2x
Geraden y —z =C mit -1 < C <

(vi) D = {(z,y) € R? : 22 + y*> > 1}, W = R, Hohenlinien sind Kreise mit dem
Ursprung als Zentrum und Radius r > 1.

< 1}, W = [-7/2,7/2], Héhenlinien sind
1.

LOSUNG zZU AUFGABE 80

(i) Kugeloberflichen von Kugeln mit Zentrum am Ursprung.
(ii) Kugeloberflachen von Kugeln mit Zentrum am Ursprung.
(iii) Ebenen mit Normalenvektor (1,0,1).
(iv) Ebenen mit Normalenvektor (0,0, 1).
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(v) Zylinder mit Achse gleich der z-Achse.
(vi) Zylinder mit Achse gleich der z-Achse.
(vii) Rotationsparaboloide mit Achse gleich der z-Achse.

LOSUNG zZU AUFGABE &1

i) 3 8f = 1222y + 3y* — 3, gi = —8x3y + 12xy3 + 2
(ii) g£ = 22yt + €% cos(y) + 10, gi = 422%y® — eTsin(y) — 4y
(iii) % = y2(sin(z) + sin(y)) + xy? cos(x), 3—5 = 2xy(sin(z) + sin(y)) + zy? cos(y)
(v) 8 = o, O = 20
(v) 5 =26+ s, 8 = 2aze® + o o = eyt 4 i
(vi) % = cos(z—y) cos(z+2y), %ch = —cos(x—y) cos(z+2y)—2sin(x—y) sin(z+2y),
% = —sin(xz — y) sin(z + 2y)
o) = -
LOSUNG ZU AUFGABE 82
M) % _ (2ysin(;v) L o 2eos@)
y+cos(z))?? dy — (y+cos(z))
(i) 55 =4a° 3L = 2
(iii) %—1;’ = 2y + 43, 8“’ = 2% — 20y23 — %, % = —30y°22
(iv) % = 2t7 ‘%3*3/7, %}; = Tt%log(s?) — 27t~4
(v) % = l% sin(4/z)e® Y= 420y cos(4/z)e” ¥’ % = (22—15y?2) cos(4/z)e* v—5v"
(vi) % = —6cos(3x — y?) sin(3x — y?), gTJ; = 4y cos(3x — y?) sin(3x — y?)
(vii) § = —g(x), 5L = 9(v)
LOSUNG zU AUFGABE 83
(i) 3, (ii) 2
LOSUNG 7zU AUFGABE 84
(i) 3, (i) —2.

LOSUNG ZU AUFGABE 85

9 o) 0? 0? 0
f—6xy+ey, d£—3x2+xey, 8—9/;:6?;, 8y6fx—dwfy—6x+e , Tf: xeY.

LOSUNG zZU AUFGABE 86
Das Symbol bedeutet dass zuerst nach y und dann nach x abgeleitet werden soll.
Jedoch kénnen er die Reihenfolge der Ableitungen vertauschen, was die Berechnung
stark vereinfacht:
[ 0’h B 0h
ar 0 0xdy  Oyox
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LOSUNG 7zU AUFGABE 87
Beide Seiten abgeleitet nach x ergibt
d(yz) 0 oxr Oy
| -4 %
ox Ox 0g(2) oz or

1.e.
0z 10z
2% 140
O0r z0x 9
l.e.
1\ 0z
B A |
<y z) or 7
1.e.
@ oz
or yz—1

Bemerkung: Zur besseren Ubersicht kann man an Stelle von z den Ausdruck z(z,y) in
die urspriingliche Gleichung einsetzen, da diese Gleichung z als Funktion von x und y
definiert.

LOSUNG zU AUFGABE 88
Ableiten von beiden Seiten nach Ry liefert

OR R\?
o~ (%)
Mit Ry = 30, Ry = 45 und R3 = 90 folgt
1 1 1 1 3+2+1 1

R 30 45 90 90 15

Somit folgt R = 15 und
OR _ (RN _(15\"_ (1\*_1
ORy, \Ry) \45) \3) 9

LOSUNG ZU AUFGABE 89

(1) = zuerst, (ii) y zuerst, (iii) = zuerst, (iv) = zuerst, (v) y zuerst, (vi) y zuerst.

LOSUNG ZzU AUFGABE 90

(1) y zuerst, (ii) y zuerst, (iii) y zuerst, (iv) x zuerst.

LOSUNG ZU AUFGABE 91

Durch die Kettenregel erhélt man bei zweimaligem Ableiten nach x jeweils, bis auf
einen Faktor ¢?, den selben Ausdruck wie bei zweimaligem Ableiten nach .

LOSUNG 7ZU AUFGABE 92
Wir haben zp = f(x0,y0) = —5. Somit gilt (zo, yo, 20) = (1,2, —5). Weiter haben wir
% = 2z — 3y und % = —3x. Somit haben wir (%)0 = —4 und <g—§>0 = —3. Die
Gleichung der Tangentialebene ist somit z = —4x — 3y + 5.
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LOSUNG zZU AUFGABE 93
z=3x+ 2y —6.

LOSUNG ZU AUFGABE 94
Der Normalenvektor zur Flache ist 71 = ((%) , (%) ,—1). Der Normalenvektor
0 0

der gegebenen Ebene ist o = (2,2,2). Diese beiden Normalenvektoren miissen parallel
sein, i.e. es muss gelten kﬁl = ﬁg fiir eine Konstante k € R. Dies ist ein System

von drei Gleichungen in drei Unbekannten. Die Losung lautet k& = —2, <%)0 = —1,

<%>0 = —1. Mit (%)0 = 4y, (%)0 = 2y folgt vo = —1/4, yo = —1/2. Zusammen
mit zg = f(xo,y0) = 3/8 ist der gesuchte Punkt (z¢, yo,20) = (—1/4,—1/2,3/8).

LOSUNG ZU AUFGABE 95
(‘TO; Yo, ZO) = (]-a 27 5)

LOSUNG ZU AUFGABE 96
(4/9,-1/9,2/27).

LOSUNG zU AUFGABE 97
Die Linearisierung lautet f(z,y) = 2z + v.

LOSUNG ZU AUFGABE 98

Der Gesamtwiderstand ist gegeben durch R = Ry Rs/(R1 + R2). Die lineare Approxi-
mation lautet allgemein:

OR OR
AR~ | — ] A — ] A
. <6R1)0 it <6R2>0 o

wobei (...)o die Auswertung der betreffenden Grosse bei (R;, R2) = (10, 20) bezeichnet.
Die partiellen Ableitungen sind

OR R2 OR R}

O0R; (R1 + R2)27 O0Ry (R1 + RQ)QI

R\ 4 (ORN 1
ORi1 /), 9 ORy /), 9

Mit ARy =1, ARy = —2 finden wir AR = §-1+5-(—2) = 2, i.e. der Gesamtwiderstand
R dndert sich approximativ um AR = %

Somit haben wir

LOSUNG ZU AUFGABE 99
Fit)=f(t,1—t)=t>+ (1 —t)2=2t2 =2t + 1.

LOSUNG zU AUFGABE 100
z(t)?+y(t)? =12+ (1 —t)? = 2t — 2t + 1. Daraus folgt 4 (t) = 4t — 2.
T, 5y = 2, dr — 1, % = —1. Daraus folgt 4 (t) = 2z(t)-1+2y(t)-(—1) =
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LOSUNG 7ZU AUFGABE 101

ar 0,
(i1) %—F(t) = 4(cos(t) — sin(t)),
2

(i) 4E(t) (2 log (2) sin® (4t) — sin(4¢) sin(log(t2)))

+ 4cos(4t) (3(10g(t2))2 sin®(4¢) + Cos(log(tQ))> .

LOSUNG ZU AUFGABE 102

Die Temperatur T'(¢) und die Temeraturdnderung

%(t) sind gegeben durch:
() = 6716‘5(17 + 2 cos(t) — sin(sin(t)) ),

aL(t) = e~ 16Vi (—2 sin(t) — cos(t) cos(sin(t)) — 2

LOSUNG ZU AUFGABE 103
?f _ ( 2z sin(by)

o COS(5y)). Somit haben wir V f(1,0) = (g)

LOSUNG ZU AUFGABE 104
7= = () €f—<2xy> Somit folgt V £(2,1) =
_ - (S U S )
= Vi@ €_<12> \/5<2>_¢5'

LOSUNG ZU AUFGABE 105
2-Achse: @ = (1

0). Somit folgt D f = <(1)> .?f = %,
y-Achse: Y= <(1)> Somit folgt Do f = (?) . ef = %

LOSUNG ZU AUFGABE 106

LOSUNG ZU AUFGABE 107
129

4
12

NG (17 + 2cos(t) — sin(sin(t)))).

und wir haben



Q) Vf(2,1) = <_11> die Hohenlinie (i) Vg(2,-1) = (_1 4>, die Hohenli-
2=-1. nie ist g(z,y) = 2.

g(w,y) =

1 T |
; - €

/1 2

LOSUNG zZU AUFGABE 108
Wir haben
?f _(2x+y
T \z+2y)
. ? (-1 . . . - 1 (-1
Somit giltV f(—1,1) = 1 und die Richtung ist gegeben durch € = VAG

Def-10)=2-Fr1n =5 (1) () - v2

. T -z 41
(1) €f = x23—y2 <y A /x2+y2+z23 + z
. o Y + 1
() ? . 1 2 (IV) 3143 - /gCQererZQd Y
WoVI = 3ty \ 3 T
oyt 2 Nl

(iii) Vh = 2y ’

—4z + log(z)

LOSUNG ZU AUFGABE 110

(i) € = (2) D—£(1,0) = 2.

1
(i) € = 7 (1) D—g(1,0) = 2V/3.

LOSUNG ZU AUFGABE 111
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LOSUNG 7ZU AUFGABE 112
Wir schreiben den unbekannten Gradienten im gegebenen Punkt als ? f(5,-9) =

(g) . Die beiden gegebenen Werte und Richtungen der Ableitung geben die Gleichungen
1 /1 U
v (1) (0) =22
0 u
(5)- ()=

Die Losung dieser Gleichungen ist uw = 1, v = 3. Somit gilt ?f({"), -9) = <é) und die
gesuchte Ableitung ist

5P () -

LOSUNG ZU AUFGABE 113

Wir fassen die Ellipse % + 9% = 2 als Hohenlinie der Funktion f(z,y) = % +y? zum
Funktionswert f(x,y) = 2 auf. Die Tangente an die Ellipse=H6henlinie verlduft senk-

recht zum Gradienten von f(z,y), welcher am betrachteten Punkt durch ?f(—2, 1) =

w—x0>_0

Y—1Yo

<_21> gegeben ist. Die gesuchte Geradengleichung ist gegeben durch - <
wobei wir 70 = ?f(—2, 1) und (zo,y0) = (—2,1) setzen. Wir erhalten x — 2y = —4.

LOSUNG ZU AUFGABE 114
z+y+z=3.

LOSUNG ZU AUFGABE 115

Wir definieren f(z,y, z) = 2%y—42ze*TY. Dann ist die Fliche gegeben durch f(z,y, z) =
—35. Wir haben

2y — 4ze® 1Y —26
Vi=| a2 —dzemtv |, V3,-32)=| 1
—4eTty —4

Eine Gleichung der Tangentialebene ist
—26z +y — 42z = —89.

LOSUNG ZU AUFGABE 116

(i) Fiir die Hohenlinien setzen wir f(z,y) = C mit C € R. Wir erhalten y = ¢

=
Fir C' > 0 sind dies Kurven im ersten und dritten Quadranten, fir C < 0
sind dies Kurven im zweiten und vierten Quadranten. Fiir C' = 0 ergibt sich
xy = 0. Diese Gleichung hat Losungen xz = 0, dies entspricht der y-Achse, und
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y = 0, dies entspricht der x-Achse. Somit sind die beiden Koordinatenachsen
Hohenlinien zum Funktionswert f(x,y) = 0.

(ii) Wir haben ?f = <g) und somit:

vian-(3).  Fra-n-(3).
Vi(-1,1) = (_11> . Vf(-1,-1)= (:D .

(iii) Die kritischen Punkte von f(x,y) ergeben sich aus ef = 0. Daraus folgt dass
der einzige kritische Punkt am Ursprung, i.e. bei (0,0) liegt. Wir haben

£(0,0) = ((1’ é) -

Wir haben spec(f”(0,0)) = {—1,1} und somit liegt bei (0,0) ein Sattelpunkt
VOr.
In der folgenden Grafik ist auf der linken Seite die x-y-Ebene mit den Hohenlinien
(ausgezogen), den Gradienten in den betrachteten Punkten (Vektorpfeile) und Linien die
senkrecht zu den Hohenlinien verlaufen (gestrichelt) gezeichnet. Auf der rechten Seite
ist der Graph z = f(z,y) fiir den Bereich —2 < z < 2 und —2 < y < 2 eingezeichnet.
Auf der Graphenfldche sind schwach x = konst. und y = konst. Linien eingezeichnet.

LOSUNG ZU AUFGABE 117

Bei (—2,—2) ist ein relatives Maximum.

LOSUNG zU AUFGABE 118
Bei (0,0) ist ein Sattelpunkt, bei (2,2) ist ein relatives Maximum.

LOSUNG ZU AUFGABE 119

Bei (2,0) ist ein relatives Minimum.
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LOSUNG zU AUFGABE 120
Das absolute Maximum ist f(0,0) = 1 und das absolute Minimum ist f(1,2) = —5.

LOSUNG zU AUFGABE 121
Die absoluten Maxima sind f(1,—1) = f(—1,—1) = 11, das absolute Minimum ist
£(0,0) = 4.

LOSUNG ZU AUFGABE 122
Maximum: f(2,1) =2, f(—2,—1) = 2. Minimum: f(2,-1) = =2, f(-2,1) = —2.

LOSUNG ZU AUFGABE 123
(2/5,19/5).

LOSUNG zZU AUFGABE 124
Maximum: f(1,-2,5) = 30. Minimum: f(—1,2,-5) = —30.

LOSUNG zZU AUFGABE 125
Kiirzester Abstand ist 1 bei den Punkten (£1,0,0) auf der Fliche.

LOSUNG zU AUFGABE 126
Grosste Temperatur: T(42v/5, Fv/5) = 125. Kleinste Temperatur: T(£+v/5, +2/5) =

LOSUNG zZU AUFGABE 127

//Rf(x’y)dA - /02 /11(100 — 62%y)dyda
2 1

2
:/ (100y—3x2y2)‘ 1da::/ 200dzx = 400.
0 - 0

LOSUNG ZU AUFGABE 128

1/4.
LOSUNG ZU AUFGABE 129
(i) 84 (iv) #log(2)
(ii) —756 (v) e2—e 1 -3

cee 7 2
(iii) 5+ =

LOSUNG ZU AUFGABE 130
Integrationsreihenfolge [[ ... dyduz:

IV
—// xydA:—// xydydx
Q 0 Jz
1xy2\/i 1/2 43
=— —| dxr=-— ———|d
ol e[ (5-5)e

133




Integrationsreihenfolge [/ ...dzdy:
1 ry
—// xydA:—/ / zydzdy
Q 0 Jy?
L g2y |V Ly
s e R
f = (2 2) !

LOSUNG zU AUFGABE 131
Wir bezeichnen mit 2 die Teilmenge der z-y-Ebene, welche der Grundfiiche des Pris-

mas entspricht. Integrationsreihenfolge [ ...dydx:

V://Q(B—x—y)dA:/Ol/om(?)—a:—y)dydx:1.

Integrationsreihenfolge [[ ...dzdy:

V://Q(3—:r—y)dA:/Ul/yl(?:—a:—y)da:dy:1.

LOSUNG zZU AUFGABE 132
(i) et —2e.
(i) 2

LOSUNG ZU AUFGABE 133

39 9 VY 1
/ / xseygdydl' = / / a:3ey3dxdy =...= f(e729 - 1),
0 Jz2 0o Jo 12

()
8 2 2 pas 1

/ / \/w4+1dmdy:/ / Vit +1dyde = ... = = (1732 = 1).
0o Jyy o Jo 6

LOSUNG ZU AUFGABE 134

V= fol f22x(6 —b5x¥)dydr = ... = %1_

LOSUNG ZU AUFGABE 135

V= [[(10 -4z —2y)dA = [§ [1*77(10 — 4z - 2y)dyda = . ..
Integrationsgrenze fiir y in der x-y-Ebene gegeben ist durch die Schnittlinie der Ebene
4x + 2y + z = 10 und der z-y-Ebene, i.e. durch z = 0-setzen in dieser Ebenengleichung:

= 2 wobei die obere

4x + 2y = 10 woraus folgt y = —2z + 5.
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LOSUNG 7ZU AUFGABE 136

Aus Symmetriegriinden geniigt es das Volumen oberhalb der z-y-Ebene zu berech-
nen. Dies entspricht dann der Hilfte des Volumens. Die Deckfliche ist gegeben durch
2z = V4 — 22, In der z-y-Ebene ist das Integrationsgebiet ein Kreis mit Radius 2. Wir
integrieren in der Reihenfolge [[...dydz. Die Grenzen fiir  sind —2 < z < 2 und die

Grenzen fiir y sind —v4 — 22 < y < V4 — 22, Somit ist das Volumen

2 Vi—zx2 12
V:2/ \/4—:1:2dyd9::...:—8.

v ) 3

LOSUNG ZU AUFGABE 137

Es handelt sich um einen Rotationsparaboloid mit Deckflache bei z = 16. Das Volumen
kann durch die Differenz aus einem Zylindervolumen oberhalb des Kreises mit Radius
4 und des Volumens zwischen dem Rotationsparaboloid und dem Zylinder (auch dieses
Volumen hat als Bodenfliche den Kreis mit Radius 4) berechnet werden (Wir verwenden
Q={(r,y) e R?: 2% +y? < 16}):

:// 16dA—//(:n2+y2)dA
= [[ 16— @ +y?)aa
:/OQW/O (16 — r2)rdrdp = ... = 128

LOSUNG ZU AUFGABE 138

2

w/2
cos(z® + y?)dwdy = / / rcos(r?)drdyp = ... = —sin(1).
0 0

1 1-y
I
LOSUNG ZU AUFGABE 139
Q] = [fydA= [T [2rdrdp = [T7 2|2 dp = [T 2p2dp = 187

LOSUNG ZU AUFGABE 140
I/ e dudy = N 01 e rdrdp = Jo (e —1)dp = Z(e —1).

LOSUNG ZU AUFGABE 141

) fol fo Vi-e? J:ydydx oder fo fo xydacdy
f Iy v* (2 + y?)dydz, oder fo f (22 + y?)dzdy.
(iii) f fo 22 4 y?)3dydzx, oder fo fo 2?2 4+ y?)3dxdy.

LOSUNG ZU AUFGABE 142

Wir verwenden die Koordinaten des Hinweises. Die Bodenfliche ist jeweils gegeben
durch z = 0 und somit kann das Volumen direkt durch das Volumen unterhalb des
Graphen der jeweiligen Funktion berechnet werden.
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(i) Die Funktion welche die Fliissigkeitsoberfliche beschreibt ist f(z,y) = H. In
Polarkoordinaten: f(r,p) = H. Das Volumen ist somit

2w pd/2 2m .2 d/2 27 g2
/ / Hrdrdyp = H/ —H/ —dgp——H,

was mit der Formel fiir das Zylindervolumen iibereinstimmt.
(ii) Die Funktion welche die Fliissigkeitsoberfliche beschreibt ist f(x,y) = %y +
4 (die Funktion verschwindet fiir y = —d/2, ist gleich H fiir y = d/2 und

dazwischen linear in y). In Polarkoordinaten: f(r,¢) = %r sin(p) + % Das
Volumen ist somit

2r  pd/2 H H
Vi = / / <dr sin(p) + 2) rdrdy
o Jo

H 2 d/2 1 2 d/2
= / / 2 sin(p)drde + = / Hrdrdy
d Jo Jo 2Jo Jo .

=Vo)

Hr3d/2 (2 d*m d*r
- in(p)dp + " H=2"p
d 3o /0 sin(p)dy +-3 8

=0
(iii) Die Funktion welche die Fliissigkeitsoberfliche beschreibt ist f(z,y) = %y
(die Funktion verschwindet fiir y = 0, ist gleich H fiir y = d/2 und dazwischen

linear). In Polarkoordinaten f(r,¢) = 25 rsin(yp) mit ¢ € [0,7]. Das Volumen

ist
4220 2H [™ 13 d/2
Vi / / —rsm p)rdrdyp = / r—‘ sin(p)dyp
d 0 3o

2H d* [T .
= 3d8/0 sin(y)dep

d*H ™  d’H
= g (Teosle|) = =5

LOSUNG ZU AUFGABE 143

(i) Skizze besitzt drei Maxima und drei Minima am Umfang:

)
%4

(i) rmin =12 — 1 = 11, rmax = 12+ 1 = 13.
(iii) Wir haben

2w p12+4cos(3¢p) 1 [27
0| = / / rdrdp = 5 / (144 + 24 cos(3¢p) + cos*(3¢))dp.
0 0 0
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Wir berechnen die auftretenden Integrale einzeln (fiir das dritte Integal benutzen
wir den Hinweis):

2m 2m 24 o
/ 144dyp = 288, / 24 cos(3p)dy = 3 sin(3¢p) . = 0,
0 0
2m 2w 1 1 2m 2m 1 o
/ cos*(3p) = / —(1 + cos(6p))dp = / dp + - / cos(p)dp =1+ —sin(6p)| =m.
0 0 2 2 Jo 2 Jo 12 0
Somit gilt
1 2
9] = 5(2887 + ) = %
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(1) Wir haben

2 2 2
(;5:U<7’+]i> cos(p) =Ur <1+f2> cos(p) =U (1+RZ> x.

(ii) Wir haben

2 2 2
U (1 ) - G

UR“2xy
(@2 +y2)2

(iii) Bei 2 4+ y? = R? vereinfacht sich der Ausdruck fiir ¥ zu
1 22
v =2U < - xg;?) .
R2
Der Betrag der Geschwindigkeit zum Quadrat ist

17?2 = 4U? ((1 - ;)2 + (Zz)g) .

22 RE—a? P
R®  R*  RY
wobei wir wieder 22 + y% = R? benutzt haben. Der Betrag der Geschwindigkeit
zum Quadrat vereinfacht sich zu

7 =V¢=

Nun ist

4U° 4022 4022
Da wir diese Grésse fiir 22 +y? = R? untersuchen, gilt y € [~ R, R]. Die Minima
liegen somit bei y = 0 (daraus folgt x = £R) und die Maxima liegen bei y = £R
(daraus folgt = = 0). Wir haben also

Minimum bei (R,0) und (—R,0) — 17| =0,
Maximum bei (0, R) und (0, —R) — || = 2U.
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T R T4 R R4
I, = // (2% + y*)dA = / / r2rdrdy = / r—‘ do = T
Q o Jo o 4o 4
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Das Verhiltnis zwischen linkem und rechtem polarem Flichenmoment betragt 7/25.
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() I, = I, =1/12. I, = —1/24.

(i) Q] =1/2, (zs5,9s) = (1/3,1/3).
(iii) Lps = Iys = 1/36, Lpys = 1/72.
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Wir bilden I, als Differenz von Flichenmomenten von Rechtecken: Grosses Rechteck
mit Breite B und Hohe H, zwei kleine Rechtecke mit Breite £-¢ und Hohe H — 2a. Wir

verwenden die Formel fiir I, = bh3/12 fiir ein Rechteck mit Breite b und Hohe h. Es
folgt

1

I. =
12

(BH® — (B —d)(H — 2a)®) .
Fiir I, gehen wir analog vor. Es folgt
1
Iy=1; (2aB* + (H — 2a)d?) .

Bemerkung: Die z-y-Achsen gehen bereits durch den Schwerpunkt, i.e. es gilt (z4,y5) =0
und I, = I, Iy = Iys.
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Aus Symmetriegriinden geniigt es das Integral im ersten Quadranten zu berechnen:

V2 2—x 4 V2 V2—2
// yrdA = 4/ / v dydr = / y3‘ dx
Q o Jo 3 Jo 0

4 (V2 3 4 JV2 16
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Wir berechne das I;s von einem Rechteck der Breite 5 und Hohe 2, korrigieren diesen
Wert mit dem Satz von Steiner und multiplizieren mit 2 da der Querschnitt 2 solche
Rechtecke beinhaltet (oben links und unten rechts). Der erhaltene Ausdruck (ohne den
Faktor 2) steht in der untenstehenden Gleichung in der Klammer (davor der erwihnte
Faktor 2). Was dann noch fehlt ist das Quadrat in der Mitte. Bei diesem Quadrat gilt
I, = I, = 2 23/12. Dieser Term steht nach der Klammer in der untenstehenden
Gleichung. Zusammen haben wir

5-23 2.923
I, = 2dA =2 2.5.922 — 88.
o= [fraa=2 (P s ) 4 2
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() py(e) =1+ 20 + 227 4 507 (vi) py(a) =1 % -2 =
(i) pa(z) = (x—1)—5(z—1)*+ 5 (x— (vii) p3(z) =4 — bz — 227
1)3 (viii) ps(z) = 46 — 61(z + 2) + 36(z +
(i) pa(a) =2 — % + 2 2%~ 10(z + 2)
(iv) ps(x) =4 — L@z —2)+ Lz —2)2 - (ix) ps(z) =" — 2 o
*(z—2)3 x) Ps(;‘) Zlﬁ‘Fﬁ(i—z)—ﬁ(iﬂ—
(v) pa(w) =4 —2 & 22 1) gz —7)
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(i) pe(x) =z — %$3 + %15,
(ii) po(2) = 1 = 52° + gyat — 7ga’
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(i) pa(z) = 1—z4a?—23+a?, (ii) pa(z) = -2 (z—1)+5(2—1)?— L (z—1)3+ 3 (z—1)*
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p3(z) =8+3(x —3) + S(z - 3)2 — k5 (z —3)%.
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(11) RQ(':L‘) 3(1+§)3I’ mit |£| < |ZE’
x < 1/2. Daraus folgt Ra(z) < m : (%)3 Mit £ < z < 0.5 folgt Ra(z) <

1, (1)3 _ 1

3°\2 24"
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Das Taylorpolynom lautet p3(z) =  — $23. Das Restglied ist R3(z) = %x‘*. Wir
haben f®(¢) = sin(¢). Da —1 < sin(€) < 1 fiir € € (—n/2,7/2), folgt |f

(4) <1
Zusammen mit —7/2 < x < 7/2 folgt die obere Schranke fiir den Fehler: |](%€2)(|xﬂ <
13 =0 =
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Wir haben
R
sm(x)::z—a—f—g—{—

Somit folgt

Analog findet man

2 1
cos®(z) =1 — 22 + <+> at +



Die Terme bis (und mit) zur vierten Ordnung heben sich auf (man kann zeigen dass
sich die Terme beliebiger Ordnung aufheben. Dies ist nicht iiberraschend, da wir aus
geometrischen Uberlegungen wissen dass sin?(z) + cos?(z) = 1 exakt gilt).
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D4 @ 2
de  dz

2! 3!
—1 ZL'Q LL‘S

=e”.
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i) Qz) =-% (i) Q) =1+z+%
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Sei f(x) = e®. Die Taylorreihe ist

. = f(
e :;::0 k!a>(a:—a)k.

Mit f*)(a) = e fiir alle k folgt das Resultat.
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Wir linearisieren am Punkt (o, o) = (0,25). Wir haben f(zo,y0) = €°v/25 = 5. Die
partiellen Ableitungen sind

of _ T of - e’
aix(x) y) =e€ \/7;7 ay ($7y) - 2\/@
Ausgewertet bei (9, yo):
P T |
5. (0:25) = VB =5, (0.25) = o = 1o

Die Linearisierung

0 0
) % F o) + 5 (oo = o) + 5 o0, 30) 0~ )
mit den oben berechneten Grossen ist

1
£(0.01,24.8) ~ 54 5(0.01 — 0) + 1 (24.8 — 25) = 5+ 0.05 — 0.02 = 5.03.
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Idee: Wir linearisieren die Funktion f(x,y) = sin(x)cos(y) an der Stelle (zg,y0) =
(0,7) und werten die gefundene Linearisierung an der Stelle (x,y) = (0.01,0.997) aus.
Die allgemeine Linearisierung fiir eine Funktion von zwei Variablen ist gegeben durch

) & F0,7) + 5 0, 30) = 20) + (20, 30) o~ 0

140



Wir haben

Es folgt
sin(0.01) cos(0.997) = £(0.01,0.997) ~ 0 —1-0.01 +0 = —0.01.
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